Theoretische Informatik Il

Einheit 6.5

Hierarchie von Komplexitatsklassen

1. Pseudopolynomielle Algorithmen
2. Komplemerdre Klassen
3. Polynomieller Platz

4. Hierarchieatze
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NICHT JEDES NP-PROBLEM IST WIRKLICH SCHWER I

Gibt es “leichte” NP-vollstandige Probleme?

e Was unterscheidetC LIQU E von K P?
— Beide Probleme sind/P-vollstandig, aber
- 3SAT<,CLIQUE codiert Formel durch gleich grof3en Graph
- 35 AT <, K P benutztexponentiell grof3e Zahleals Codierung
—Ist K P nur wegen der gro3en Zahl&WP-vollstandig?

e Es gibt “bessere” Losungen tir K P
KP ={ (91--9n, ai..ap, G, A) | HJQ{ln} ZiEJgZ' <G A Xjega; ZA}
— Man mufnicht alle Kombinationeron {1..n} einzeln auswerten

— Man kannterativ den optimalen Nutzen bestimmen
indem man die Anzahl der Gegeastle und das Gewicht diht

— Sehreffizient, wenn das maximale Gewicht nicht zu grof3 wird
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ITERATIVE LOSUNG FUR K P I

KP :{ (91--gn, ai..an, G, A) ‘ HJQ{ln} ZiEJgi <G A Diicga; 214}

e Betrachte SubproblemeK P(k, g) (gundk fest)
— VerwendeGegensindel, .., £ undMaximalgewichtg <G
— Definiereoptimalen NutzenV (k, g)

- N(k,0) =0 forallek
- N(0,g) = 0furalleg
- N(k, g) = max{N(k—1,9—gx) + ar, N(k—1,9)}

e L 0se Rucksackproblemk P iterativ
—Esqilt(gy..9,, ay..ay, G, A) € KP < N(n,G)>A
— Gleichungen beschreibeakursiven Algorithmusiir N(n, GG)
— Tabellarischer Algorithmubestimmt alleN (k, g) mit k<n, g<G
— Laufzeit istO(n x (7)

(g1--gnsay..a,, G, A) e KPistin O(nxG) Schritten 10sbar
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PSEUDOPOLYNOMIELLE ALGORITHMEN I

Liegt das RucksackproblemK P etwa in P ?

e L Osung fur K P ist nicht wirklich polynomiell

—n *x G kann exponentiell wachseelativ zur Gol3e der Eingabe
— Grolke von(gy..g,,, ay..a,, G, A)ist O(n * (logG + logA))

e K P ist ein Zahlproblem
— Lc¥* ist Zahlproblem, wennM A X (w), die giol3te in einer Eingabe
codierte Zahlnicht durch ein Polynom besdurktwerden kann
— Weitere Zahlprobleme? ARTITION, BPP, TSP, MSP, ...
— Keine ZahlproblemeZ’ LIQU E, VC, IS, SGI, LCS, DHC, HC, GC,. ..

e K P hat pseudopolynomielle losung

— Algorithmen fir ein Zahlproblem.cX* sindpseudopolynomiel] wenn
ihre Rechenzeit durch efPolynom injw| und M AX (w) beschénkt ist
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STARKE N P-VOLLSTANDIGKEIT I

e Pseudopolynomiell= effizient bel kleinen Zahlen
— Ist L<X2* pseudopolynomielldsbar, so istir jedes Polynomp
L, ={wel| MAX(w)<p(|w|)} € P
— Die Restriktion vonkK P auf polynomiell grol3e Gewichte liegt iR
— Hat jedes Zahlproblem eine pseudopolynomielbsing?

o T'S P ohne pseudopolynomielle bsung (falls PANP)
— Der Reduktionsbewel§ C <, T'SP zeigt HC<,T'SP,
— Eine Restriktion vorl"S P auf kleine Zahlen bleibt/P-vollstandig

o T'SP ist stark NP-vollstandig
— Ly stark N'P-vollstandig = L, N'P-vollstandig fur ein Polynomnp
— L stark NV'P-vollstandig = L hat keine pseudopolynomiellédsung

Einschrankung auf kleine Zahlen keine Losung fir das P-AN"P Problem
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ES GIBT WEITERE WICHTIGE KOMPLEXITATSKLASSEN I

o co-NP
— Probleme mit Komplement inN/P
— Problem muf nicht notwendigerweise selbshi® liegen

e PSPACE
— Platzverbrauclpolynomiell relativ zur Gol3e der Eingabe

e Klassen mit grof3er theoretischer Bedeutung
—X.%: Sprachen von OTMs, derédrakel ein\/’P-Problem entscheidet
—IT5: Sprachen von OTMs, derébrakel einco— A P-Problem entscheidet
— 37 [ II}: Sprachen von OTMs mibrakel inTI? , / X2 |

— LOGS PAC E: logarithmischer Platzverbraucker Berechnung)

—EXPTIME | EXPSPACE: exponentieller Zeit-/Platzbedarf
Rechenzeit und Platzverbrauch sind nicht mehr handhabbar
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CO—NPZ PROBLEME MIT KOMPLEMENT IN NP

co—C:={L|LeC}

e Interessant fur nichtdeterministische Klassen

— Fir deterministische Komplexétsklassen gilf = co—C
Akzeptieren/Verwerfen einer DTM ist vertauschbar

— Nichtdeterministisches Akzeptieren ist komplizierter:
OTM akzeptiert, wenn Orake&inenakzeptablen bsungsvorschlag machen kann
e Beispiele fir Probleme inco—N"P:
— Menge der allgemeindtigen FormelnKomplement vonS AT))
— DasPrimzahlproblen{Komplement von Zusammengesetztheit)

e Bisherige Erkenntnisse deuten aufco— N P#NP
—WennP = NP, dannco— NP =co—P =P =NP

— NP =co-NP < NPCNco—NPH#
= : offensichtlich, da N"PC+#(
< lst Le N'PC N co— NP so gilt I'<, L fiir jedes L' eco— NP also L'<,L e N'P
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PSPACE: POLYNOMIELLER PLATZVERBRAUCH I

o NP C PSPACE

— Eine Maschine kann in polynomieller Zeit nur polynomiekh
Speicherzellen verwenden

oNSPACE(f(n))gSPACE(f(n)Z) (Satz von Savitch)
— Simulation mit Speicherung der Alternativejd (1) zu platzaufwendig
— Testex,, H k,, (fir maximaleg=2°/(")) durch“binare Tiefensuche”

— Platzverbrauch des Rekursionsstack€Jsf (n)?) (falls f(n)>logn)
— Zeitaufwand der Simulation ist exponentieflirer als bei der NTM
e PSPACE = NPSPACFE HMU §11.2.3

— Folgt direkt aus dem Satz von Savitch

e PSPACE C EXPTIME

— Eine terminierende Maschine, die maxinfah) Bandzellen aufsucht,
terminiert nach maximall'|/™ x |Q| x f(n) Schritten

— Zahl der Konfigurationen = BandinhakeZustandex Kopfpositionen
NPSPACFE C NEXPTIME gilt aus dem gleichen Grund
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PSPACFE-VOLLSTANDIGKEIT I

¢ C-\Vollstandigkeit allgemein
— L ist C-vollstandig falls LeC und L'<,L fur alle L’ C

e Wie zeigt man PS P AC E-\olIlstandigkeit?
— Codiere Berechnungen von DTMs, die polynomiellen Plaézibinen
— Sprachekomplexer alsS AT, aber mitdeterministischer Natur
— Kandidat:Wahrheit geschlossener quantifizierter boolescher Formel

e Erweitere Aussagenlogik um boolesche Quantoren

— Ausagenlogisch¥ariablenP, (), R, ..., Konstante und f

— Formeln—-F, EAF, EvF, E=F, (VP)F, (3AP)F

— Wert von(VP) F' entspricht dem vo'[t/ P| » F'[ f / P]

— Wert von(3P) F' entspricht dem vo'[t/ P|v F'|f/ P]

— Wert anderer Formeln wie in g@hnlicher Aussagenlogik
(VP)(FQ) [(PvQ) A (=P v—Q)] ist wahr (Wert 1)
(Q)(VP) (PvQ) (=P v—Q)] ist falsch (Wert 0)

(QBF' istdie Menge der geschlossenen QB-Formeln mit Wert 1
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QBF 1sST PSPACE-VOLLSTANDIG I

eJBF c PSPACE
— Auswerten aussagenlogischer Formeln braucht lineasdn PI
—(VP)F =F[t/P|AF|f/Plund(3P)F = F[t/P|vF|f/P]
werden kaskadisch ausgewertet
— Gesamtbedarf, einschliel3lich Zwischenspeicherunguistiratisch

eFiralle Le PSPACE gt L<,QBF HMU §11.3.4
— Codiere Bandzellen und Konfigurationen wie im Satz von Cook
— Beschreibe Formelf,, .., fr die Aussage H' k,

— Zielformel istF, ..., wobeir, Anfangskonfiguration,
., Endkonfigurationp(n) Platzverbrauch; Alternativen pro Zelle

— Setzel., ., o und beschreibé,., ., ; passend zur Tabelle von

— Beschreibe,, .., ; durch eine Darstellungif (3x)Fy;, o207 Fy pi=2,
die das Entstehen exponentiell grof3er Formeln vermeidet
(38)(Vk3)(VEa) (ks & KiAKs S K) V(R3S KAKL S Ko)| = Flog o t20
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WEITERE PSPACE-VOLLSTANDIGE PROBLEME I

e Strategische 2-Personen Spiele
— Viele konkrete Beispiele imGarey/Johnson Seite 254ff

— Spielentscheidungen entsprechen alternierenden QBdhorm
Spieler gewinnt, wenniir jeden Zug des Gegners, ein Zug existiert, so
dafd fir jeden Folgezug des Gegners, ... das Resultat einen Ssglta

— QBF kann als strategisches Spiel beschrieben werden (ugdkehrt)

e Sprache reguhrer Ausdricke
—Ist L(E) = X* fur einen beliebigen regaiten AusdruckiberX:?

e In-Place Acceptance Asteroth/Baier §4.5
— Kann eine gegebene DTM jedes Warthrer Sprache mit
Platzbedarfw| akzeptieren?
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WICHTIGE VERTRETER ANDERER KOMPLEXITATSKLASSEN I

e Isomorphie ungerichteter Graphen NP, nicht vollstandig

e Zuverlassigkeit von Netzwerken N'P-hart, vermutlich nicht in AP
— Wahrscheinlichkeitdr fehlerfreie Verbindung zwischen zwei Knoten

e Minimale aquivalente Schaltkreise 2, also N'P-hart, nicht in NP
— Bestimme optimale @i3e einer Schaltung

e n Xn-Schach, Dame, Go EX PTIM E(-vollstandig)
— Exponentiell viele Zige bis Spielende aglich

e TSP": Bestimmung aller Rundreisen mit gegebenen Kosten
— Unrealistische Problemstellung: zu vieledungen EXPSPACE

e Aquivalenz regularer Ausdriicke mit lteration  ExPsPACE-volistandig
— Einfache Problemstellung mit sehr schwierigéslung
— Ausdiicke dirfen E" = FoFE...oE enthalten

k—mal
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FUHRT MEHR ZEIT/PLATZ ZU MEHR LOSBAREN PROBLEMEN? I

¢ \Welche der folgenden Inklusionen sind echt?

LOGSPACE c NLOGSPACE
c PcNP c PSPACE=NPSPACE
c EXPTIMEcNEXPTIME ¢ EXPSPACE c...

e \Wie beweist man Unbsbarkeit in Platz/Zeit f
— Diagonalisierundiber alle Probleme, die in Kompleditf |0sbar sind

e Hilfsmittel: Konstruierbare Funktionen
— Funktionen, dereKomplexitat durch ihren Wert bescénktist
— f : N—N ist platzkonstruierbar , wenn f in PlatzO( f) berechenbar
— f : N—N ist zeitkonstruierbar, wenn f in Zeit O(f) berechenbar
f:{1}1*={0, 1, }* berechnet bekingabel” die Binardarstellungy(f(n)) von f(n)
Rahmenbedingungeri(n)> logn (Platz) bzw.f(n)>n log n (Zeit) fur allen
—logn, n¥, 2" etc sind zeit- und platzkonstruierbar

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6.5: 12 HIERARCHIE VON KOMPLEXITATSKLASSEN




DAS PLATZHIERARCHIE- THEOREM I

Fur jede platzkonstruierbare Funktion f gibt es eine Sprache
LeSPACE(f), deren Platzkomplexi&at nicht in o(f) liegt

e Konstruiere L durch Diagonalisierung
— DefiniereL durch Konstruktion ihrer charakteristischen Funktion
_ ()< f(n) () < ** ()= it —
_ Seih(n) = 1 i(n)<2/" Asp ()< f(n) npi(n)=0 miti=m(n)
0 sonst

sy (n)<**f(n) = h benutzt zur Simulation vog;(n) maximal Platzf(n).
Benutzt die Simulation vom,(n) Platzd«s,;(n), o mulds,;(n)<f(n)/d gelten

— h ist eine Entscheidungsfunktion, diePlatzO( f) berechenbaist
— DefiniereL := h~'({1}) (alsoy, = h), alsoL c SPACE(f)

e Die Platzkomplexitat von L ist nichtin o(f)
— Falls L durch ein Programm mit Komplexto( f) entschieden wird,
so gilt x, =y, fur eink mit s, (n)<cxf(n) fur allec>0, n>ny
— Wahlen := (k,ng) (alsok=m(n)) fur das zu'1/d) passende,
Dann giltn>n, alsos;;, (n)<(1/d)*f(n) bzw s, (n)<™ f(n)
—Esfolgtnel & h(n)=1 <& pi(n)=0nrsy,(n)<"f(n) & n¢l
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KONSEQUENZEN DES HIERARCHIETHEOREMS I

e Platzkomplexitat bildet eine echte Hierarchie
— SPACE(f)cSPACE(g) falls g platzkonstruierbar und < o(g)
— SPACE(n9)cSPACE(nS) fur alle0<e<¢’
—~ NLOGSPACE c SPACE(log*n)c SPACE(n)c PSPACE
—~ NPSPACEcEXPSPACE

e Zeitkomplexitat bildet eine echte Hierarchie

— FUr jede zeitkonstruierbare Funktion f gibt es eine mSprache
L eTIME(f) deren Zeitkomplexitat nichtin o( f/ log f) liegt

- Bewels analog zu Platzhierarchietheorem
—TIME(f)cTIMFE(g) falls g platzkonstruierbar und co(g/ log g)
—TIME(nS)cTIME(nS) fur alle0<e<e’

—PcEXPTIME
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KOMPLEXITATSKLASSENHIERARCHIE

EXPSPACE
TNE EXPTIME
@ 5%
PSPACE = NPSPACE
co—NP
NLOGSPACE
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