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BERECHENBARKEITSMODELLE I

e Turingmaschinen
— EndlicherAutomat mit unendlichem Banals Ge@chtnis
— Beschreibung durchustandaberfihrungstabellemnd Konfigurationen
— Akzeptierende und berechnendariante sincdaquivalent
— Nichtdeterministische Variantait exponentiellem Aufwand simulierbar
— Varianten: Register, Mehrere Spuren, Mehreaader
Halbseitiges Band, Besdktes Alphabet ... allaquivalent
— Turingmaschinen erkennen genau die Typ-0 Sprachen
— Berechenbarkeitsbegrifibertragbar auf Zahlen, Mengen, ...

e Rekursive Funktionen
— Mathematischelfunktionenkalkl auf Zahlen
— Anwendung von Operationen, (Pr, 1) auf Grundfunktionens, pr}, c})
— Alle Programmiertechniken simulierbar
— Primitiv-rekursive Funktioneals wichtige Teilklasse
— Aquivalent zu Turing-berechenbaren Funktionen
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BERECHENBARKEITSMODELLE I

e \-Kalk Ul
— Einfaches mathematisches Modeilhktionaler Programmiersprachen
— Funktionslefinition, -anwendunaind -auswertung
— Datenstrukturen wie Zahlen, Listen, Boole’'sche Opeest@odierbar
— Aquivalent zu p-rekursiven Funktionen

¢ Arithmetische Reprasentierbarkeit
— Beweisbasiertes Modellif logische Programmiersprachen
— Formeln repiisentierertin-/Ausgabeverhalten von Funktionen
— Einfaches Modell,aquivalent zu rekursiven Funktionen

¢ \Weitere Modelle sind ebenfallsaquivalent
— Abakus, Registermaschinen, Mini-Pascal, Markov-Aldynen, . ..

e Church’sche These
— Intuitiv berechenbare Funktionen sind Turing-berechenba
— Unbeweisbare aber praktisch selitaliche Arbeitshypothese
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BERECHENBARKEITSTHEORIE — LOSGELOST VOM MODELL I

e Alle Theorie stutzt sich auf nur vier Gesetze
1. Numerierbarkeivvon berechenbaren Funktionen und Rechenzeiten
2. Entscheidbarkeit der Rechenzeit
3. Berechenbarkeit der universellen Funktion
4. Effektive Kombinierbarkeiberechenbarer Funktionen

e Aufzahlbarkeit & Entscheidbarkeit
— Definiert durch Berechenbarképartiell) charakteristischer Funktionen
— Viele aquivalente Charakterisierungen von Aalifbarkeit
— M entscheidbar= M undM aufzahlbar
— AbschlulReigenschaftelereinigung, Durchschnitt, Urbild
Fur Entscheidbarkeit audkomplementundDifferenz

e Beweistechniken @ir unl 6sbare Probleme
— DiagonalisierungUnendliche Konstruktion von Gegenbeispielen
— Monotonieargument&Vidersptiche im Wachstumsverhalten
— ProblemreduktionAbbildung auf bekanntes uigbares Problem
— Satz von Ricekeine extensionale Eigenschatft ist entscheidbar
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KOMPLEXITATSTHEORIE I

e Komplexitatsmalle
— Zeit- und Platzkomplexdt relativ zur Gol3e der Eingabe
— Vereinfachte Komplexdtsabsclatzungen geingen
— AsymptotischeMeRgibReO ( f) fur worst-case Analyse
— Obergrenzetfr Handhabbarkeit igiolynomielles Wachstum

e Analyse der Komplexitat von Algorithmen
— Suchverfahren - lineare uhaolgarithmisché/erfahren
— Sortierverfahren - quadratische uf¥dn = log, n) Algorithmen
— Travelling Salesman — naxponentielbekannt

e Komplexitat von Problemen
— Untere Schrankeruf Komplexi&t von SortierenO(n * log, n)
— NichtdeterministischMaschinend®sen Suchprobleme effizient
— Komplexitatsklassen:. LOGSPACE c P c NP c PSPACE c..

P = NP ist die wichtigste noch offene Frage
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NICHT-HANDHABBARE PROBLEME I

o NP-Vollstandigkeit
— Die schwierigste Klasse innerhalb vohP
— Erklarbar durchpolynomielle Reduzierbarkett,
— Satz von Cook Expliziter N'P-vollstandigkeitsbeweisiir SAT
— Sonstige Beweise vig,,: 3SAT, CLIQUE, VO, KP,GC, ...
— Klassen jenseits vaN'P: co— NP, PSPAC E-vollstandig, ...

e Grenzluberschreitung ist moglich
— Approximationglgorithmen, wenn suboptimalé®kung akzeptabel
— Probabllistisch@lgorithmen reduzieren Fehlerwahrscheinlichkeit
— Pseudopolynomiell@lgorithmen, wenn es an grol3en Zahlen liegt
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WIE LOST MAN AUFGABEN EFFEKTIV UND KORREKT? I

Nicht alles lauft nach Schema, aber Methodik tihrt zu mehr Erfolg

1.\Voraussetzungen pazisieren (essentiell fiir alles Weitere)
— WelcheBegriffe sind zum Versindnis der Aufgabe erforderlich
—Was ist eigentlich genau zu tun?

2. Losungsveg entwickeln und konkretisieren
— WelcheEinzelschritteberdtigt man, um das Problem zaden?
— Losungerder einzelnen Schrittenapp, aber @zise skizzieren

3. Argumente zulL 0sung zusammenfassen
— Ergebnis sollte eimusammenéingendes sciiésiges Argumergein
- Losungen der Einzelschritteesamtergebn®susammerifthren
- Zusammenfassend hinschreiben, was jetzt insgesamt gesteig

— Auf lesbaren understindlichen Texachten
Formeln/Textfragmente ohne erkennbaren Sinn aneinamainzn ist unakzeptabel

Beispiele im Anhang dieser Folien
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THEORETISCHE INFORMATIK - KURZGEFASST

FRAGEN 7
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BEISPIEL I: PRIMITIV-REKURSIVE FUNKTIONEN

Zeige, dal3h : N—N mit h(n) = n! primitiv rekursiv ist.
Stelle h explizit durch Operatoren und Grundfunktionen dar

1.Voraussetzungen pazisieren
— h:N* =N ist primitiv-rekursiv, wenm. aus primitiv-rekursiven
Funktionen durch Komposition oder primitive Rekursionségiht

— Die Grundfunktioners, pry, undc sind primitiv-rekursiv

— Bekannte primitiv-rekursive Funktionems Vorlesung untlbungen
- p, sub, mul, exp, ...

- Fallunterscheidungsummierungbeschankte Minimierung. . .

—Was ist zu tun?
Dricke h durch obige Funktionen und Operatoren aus
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BEISPIEL I: n! 1IST PRIMITIV-REKURSIV I

2. Losungsveg konkretisieren
—Einzelschritte versuche: durch ein Operatorenschema zu beschreiben
- EinfacheKompositionbekannter Funktionereicht nicht
- FallunterscheidungndMinimierung passen nicht
- Versuche Schema derimitiven Rekursion
—h=Pr(f, g] gilt, wennh(Z,0)=f(%), h(Z,y+1)=9(Z,y, h(Z,y))
— Dabei muf3f:N"—N und ¢:N*—N sein, also éllt Z ganz weg.
— Eingesetzth(0) =0l =1 = f()
hy+1) = (y+1)! = (y+1)xy! = (y+1)*xh(y) = g(y, h(y))
— Es folgtf() = 1 also f=c
undg(y, z) = (y+1)xz = mul(s(y), z), also g = mulo(sopr?, pr:
3. Argumente zulL 0sung zusammenfassen
— Da f und g primitiv rekursiv sind, folgt daf& primitiv-rekursiv ist
— Operatorenschema:= Pr|c!, (mulo(sopr?, pr3))]
— Wir setzen einmul = Pr(c}, (addo(pr{, pr3))] undadd = Prlpri, soprs]
h = PT[C(l), (Pr[ctl)v (P’l“[p’l“%, Soprg]O(P”“i’aPT??,’))]O(SOP"“%,P@))]
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BEISPIEL I: n! I1IST PRIMITIV-REKURSIV I

Zeige, dal3h : N—N mit h(n) = n! primitiv rekursiv ist.
Stelle h explizit durch Operatoren und Grundfunktionen dar

Kurze, aufgeschriebene losung
— Wir beschreiber durch das Schema der primitiven Rekursion
—Esisth(0) =0'=1= f(),
hy+1) = (y+D! = (y+1)xy! = (y+1)xh(y) = g(y, h(y))
— Es folgtf() = 1, also f=d
undg(y, z) = (y+1)xz = mul(s(y), z), also g = mulo(sopri, pr3)
—Da f undg primitiv rekursiv sind, folgt dalk primitiv-rekursiv ist

— Operatorenschema:= Pr[c!, (mulo(sopr?, pr3))]
— Nach Einsetzen
h = Pr|c}, (Prleg, (Prlpry, soprilo(pri, pr3))lo(sopri, pr3))]

In vielen Rallen greift ein anderes Schema (Komposition, Minimierwetg.) besser
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BEISPIEL 1I: DIAGONALISIERUNG I

Zeige: RG, = {(¢,y) | An eN. ;(n)=y} ist nicht entscheidbar

1.Voraussetzungen pazisieren

— L ist entscheidbar, weng, berechenbar ist

1 fallszel,
0 sonst

— . Numerierung berechenbarer Funktionen,

— Charakteristische Funktiop, () = {

Fur jede berechenbare Funktigrgibt es inj mit f = ¢,

— Zeige, dafl’ die AnnahmeiG, ist entscheidbar” zum Widerspruchirt

— Mogliche TechnikenbDiagonalisierung, Monotonieargumente,
Problemreduktion, Satz von Rice
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BEISPIEL 1I: DIAGONALISIERUNG I

2. Losungsveg konkretisierernt Diagonalisierung
Einzelschrittel. AnnahmeRG,, ist entscheidbar
2. Konstruiere eine Diagonalfunktiofimittelsx .,
3. Zeige: f Ist berechenbast, alsof = ¢; fur einj
4. Zeige: f ist auf seinem eigenen Indgxviderspiichlich
1 falls (¢,7) e RG
¢ sonst

14 Schlisselideeiir Widerspruch autj, 7)

2u 2.: definieref (i) = {

zu 3.: f berechenbar, daallunterscheidungit Test(:,:) € RG,
Esqilt(i,i) c RG, < Xy (4,9)=1, also f(i) = p:[xp (i,7)=0]+i
Da f berechenbar ist, gibt es einen Indemit f = ¢,

zu 4.. Wir betrachten das Verhalten vgnauf j
Esqilt(7,7) s RG,

& dneN gj(n) =] (nach Definition von RG.))
< dneN. f(n) =7 (f = )
& (4,7)¢RG, (nach Konstruktion von f)

Dies ist ein WiderspruchAlso kann RG ., nicht entscheidbar sein
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BEISPIEL 1I: DIAGONALISIERUNG I

Zeige: RG, = {(,y) | In eN. ¢;(n)=y} ist nicht entscheidbar

Kurze, aufgeschriebene losung

Wir nehmen anRG, sei entscheidbar.

Dann ist diecharakteristische Funktiop,, berechenbar

Wir konstruieren mity ., eine berechenbare Funktigndie sich auf ihrer
eigenen Gdelnummer widerspichlich verlalt.

L 1 falls(i,i) e RG
Es seif(i) = { i sons<tZ e

/ ist berechenbada (i,i) e RG, < X, (i,1) = 1.

Damit gibt es einen Indexmit f = ¢,

Wir betrachten das Verhalten vgnauf j

Esgilt(j,7) s RG,< IneN. pi(n)=7j& IneN. f(n)=7j& (j,]) ¢RG,

Dies ist ein WiderspruchAlso kann RG, nicht entscheidbar sein
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BEISPIEL II1: NP-VOLLSTANDIGKEIT I

Zeige, daR das Vertex Cover Problena\/P-vollstandig ist

¢ \/oraussetzungen pazisieren
— L ist N'P-vollstandig, fallsL e NP und L'<, L fur jedesL’ e N'P
— L e NP, falls L von einer NTM in polynomieller Zeit entschieden wird
—L'<,L,fallszel’ & f(x)eL fureine polynomiell bb. Funktiorf
—VC={(G, k)| IV'cV.|V'|<k » V' Knoteriiberdeckung voi }

e Standard-Losungsveg

1.ZeigeVC e N'P:
a) Beschreibeyelchen losungsvorschladie NTM generiert
b) Beschreibewie Losungsvorschlag deterministisgherpiift wird
c) Zeige, dald daBrufverfahren polynomielist

2.ZeigedL' e N'PC. L' VC:
d) Wahle einahnlichespekanntes\V P-vollstandiges Problen
e) Beschreibdransformationsfunktiorf von L' auf VC
f)y Zeigefurallex eX™: zcl’ & f(x)eVC
g) Zeige, dal¥ in polynomleller Zeit berechnaverden kann
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BEISPIEL III: N"P-VOLLSTANDIGKEIT VON V I

1.ZeigeVC e NP:
a) Rate ein&Kantenmengé’'cV/
b) Prife |V'|<k maximal |V’| Schritte
Prife:V{v,v'} e E.veV'vv eV’ maximal |V'| « |E|<|V | Schritte
c) Gesamte Anzahl der Schritte istdn |1/ |?)
2.ZeigedL e NPC.L'<S,VC
d) Wahle das\'P-vollstandige Cliquen Problem, zeigeLIQU E<,VC
e) EsistV. eine Clique inG = (V, E)
s Yo, v'eVivE = {vv'teEl < Vo u eV {v, v} ¢ E°
& Vo, v'}eECoeV-V, v eV-V,
< V-V, Knoteriiberdeckung voi“ = (V, E°)
Setzef (G, k) .= (G, |V|—k)
fyEsfolgt(G. k) cCLIQUE < G hat CliqueV, der Mindestgol3ek
< G hat Knoteriiberdeckung//=V -V, der MaximalgbRe|V|—k
& f(G k)= (G |V|-k)eVC
g) f istin polynomieller ZeitO(|V'|?) berechenbar
AusVC e NPundCLIQUE<,VC folgt V C ist N"P-vollstandig
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