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Zusammenfassung

Das Ziel der Bachelorarbeit Modernisierung von Legacy Beweissystemen ist es, einen
bestehenden, mit aktueller Software nicht funktionsfihigen automatischen Theorem-
beweiser, welcher Arithmetik unterstiitzt auf einem aktuellem (Linux-)System mit vol-
lem Funktionsumfang Typed first-order theorems with arithmetic (im folgenden TFA)
16sen zu lassen. Die Anpassungen sind zum einen den Omega Calculator (im folgenden
OC) aus dem gesamten The Omega Project (im Folgenden TOP) zu extrahieren. Dazu
werden nicht benétigte Dateien, die nach einer Abhingigkeitsermittlung nicht erfasst
wurden, aus dem Verzeichnis entfernt. Zum anderen ist es notwendig Anpassungen
am leanCoP-€ (im folgenden LCO) Code vorzunehmen, damit die neuste Version von
SWI-Prolog, einem Dialekt der Programmiersprache Prolog, unterstiitzt wird. Hierfiir
werden die dokumentierten Verdnderungen der SWI-Prolog Releases iibernommen. Al-
le Probleme die der Theorembeweiser, in der alten Form, bei der CASC-J5 gelost hat
wurden auch von der jetzt lauffihigen Variante gelost. Ein fundierter Vergleich zum
CADE ATP System Competition (CASC)-Wettbewerbssystem ist nicht moglich auf-
grund der moglichen Disparitit der Hardwarekonfiguration.
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Vorwort

,,Wir [Informatiker] sind die wahren Dichter, nur miissen wir das, was unsere Phantasie
schafft, noch beweisen.”

— Leopold Kronecker

Zuerst mochte ich mich bei meinem Betreuer Dipl.-Inf. Mario Frank fiir die rat- und

tatkréftige Unterstiitzung bedanken. Ebenfalls bedanken mochte ich mich bei Prof. Dr.
Christoph Kreitz, mir die Zeit gegeben zu haben ein Thema zu finden, welches mich
wirklich interessiert und meinen Fihigkeiten entspricht.
Das Zitat von Leopold Kronecker ist sehr passend, weil er ein deutscher Mathemati-
ker war der sich unter anderem mit Algebra und Zahlentheorie beschiftigte. Zudem
ist die Analogie zu den Systemen, die Theoreme beweisen, stimmig. Er wurde am 7.
Dezember 1823 in Liegnitz geboren und starb am 29. Dezember 1891 in Berlin [[].
Im ersten Semester meines Bachelor-Studiums Informatik / Computational Science
zeigte uns unserer Professor in der Veranstaltung Theoretischer Informatik I was die
moglichen Folgen von nicht verifizierter Software oder Hardware in sicherheitskriti-
schen Bereichen sein konnen. Es kommt zu Millionen Dollar teuren Schiden oder es
sterben Menschen. Das zeigte mir, wie wichtig fehlerfreie Softwareentwicklung und
Verifikation ist. Vielmehr wie wichtig gut ausgebildete Informatiker sind. Darum ent-
schied ich mich fiir eine Bachelorarbeit im Bereich der theoretischen Informatik. Mit
dem Aufbaumodul Inferenzmethoden lernte ich alle nétigen Grundlagen. Nach der
miindlichen Priifung zu Inferenzmethoden saf} ich mit Prof. Kreitz und Mario Frank
noch zusammen und nutzte die Moglichkeit, mein Interesse fiir eine Bachelorarbeit in
diesem Thema anzuzeigen. Nach langem Suchen hatten wir ein passendes und interes-
santes Thema gefunden. Ich hatte sehr viel Spaf} in meinem Bachelorstudium und habe
es sehr genossen. Zudem habe ich viele nette Leute kennen gelernt und mir noch mehr
Wissen angeeignet. Doch es wird Zeit, das zu einem runden Ende zu bringen und mit
voller Energie in das Masterstudium zu gehen.






1 Einleitung

Motivation

Am 26.06.1988 in Habsheim verweigerte die Software des Air France Airbus A 320 die
Not-Kommandos des Piloten - vier Menschen verungliickten tédlichﬂ Am 14.09.1993
in Warschau verweigerte die Software des Lufthansa Airbus A 320 den Umkehrschub
- zwei Menschen verungliickten tédlichE| Im Oktober 1994 fiihrte die fehlerhafte Um-
setzung eines Algorithmus in Prozessortabellen im Pentium I Prozessor zu einem 450
Millionen Dollar Schadenﬂ Diese drei Beispiele stehen stellvertretend fiir aber tau-
sende Ungliicke die durch fehlerhafte Software verursacht wurden und mit richtiger
Softwareverifikation hitten verhindert werden konnen [2]].

Es ist praktisch nicht moglich alle erdenklichen Zustinde zu testen, somit bleibt immer
die Ungewissheit, ob unter den nicht bedachten Moglichkeiten die dabei sind die Men-
schen verletzen oder sogar toten. Natiirlich sind hohe wirtschaftliche Schaden ebenso
ein Kriterium. Somit ist Softwareverifikation gerade fiir sicherheitskritische Bereiche
unbedingt notwendig. Da in diesen Bereichen die Richtigkeit oder Korrektheit der Soft-
ware bewiesen sein sollte, reicht eine Validierung durch Testen der Software alleine
nicht aus. Das heilit es muss sichergestellt sein, dass die Software das macht wozu sie
geschrieben wurde (Validierung) und das ausnahmslos unter allen Umsténden (Veri-
fikation). Bei der Softwareverifikation gibt es gewdhnlich zwei Ansitze. Beim ersten
Ansatz wird die Korrektheit einer bestehenden Software verifiziert. Der Zweite und
weitaus elegantere Ansatz ist die Programmsynthese. Hier wird aus der Spezifikation
und dem dazugehorigen Beweis direkt das Programm erzeugt, wodurch die Korrektheit
per Definition bewiesen ist.

Automatische Beweiser sind nicht nur in der Softwareverifikation relevant, es gibt noch
viele weitere Anwendungsbereiche, wie zum Beispiel das Beweisen von Theorien. Mit
Hinblick auf LeanCoP-Q (LCO) speziell im Bereich der Zahlentheorien oder auch Nu-
merik - also allgemein Arithmetik. Das fiir die Beweisfiihrung von Problemen Compu-
ter verwendet werden, war nicht immer selbstverstiandlich. Das wohl bekannteste und
erste Problem das mit Hilfe eines Computers gelost wurde ist das vier Farben Problem
[3l. Es besagt, dass jede Karte, egal wie komplex sie ist mit maximal vier Farben ein-
gefarbt werden kann, sodass zwei angrenzende Linder immer eine unterschiedliche
Farbe haben. Ein weiteres, jedoch weitaus einfacheres Problem ist das Damenproblem,

1Zeit Archiv (letzter Zugriff 05.09.2019):
|nttps://www.zeit.de/1988/27/absturz-eines—ueberfliegers
2Unfallgutachten, University of Bielefeld, Research group of Prof. Peter B. Ladkin, Ph.D. (letzter
Zugriff 05.09.2019):
lhttp://www.rvs.uni-bielefeld.de/publications/Incidents/DOCS |
| ComAndRep/Warsaw/warsaw-report.html]
°NYTimes Archiv (letzter Zugriff 05.09.2019):
lhttps://www.nytimes.com/1994/11/24/business/company—news—flaw— |
| undermines-accuracy-of-pentium-chips.html|
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welches auch mit Hilfe von Arithmetik gelost werden kann. Das Problem lautet: wie
viele Schach-Damen passen auf ein beliebig groles Schachbrett mit den MaBlen n - n
Feldern, sodass sich die Damen nicht gegenseitig schlagen. Dieses Damenproblem be-
findet sich auch unter den im verwendeten Problemen aus der TPTP Problem-
Bibliothek [M]]. Die Arithmetikbehandlung ist zum einen wichtig, da viele Probleme,
wie das Damenproblem, arithmetische Theorien beinhalten die zur Losung Bewei-
ser mit Arithmetik-Unterstiitzung bendtigen. Zum anderen konnen sie zum Beispiel
in Compiler bei der Schleifenoptimierung unterstiitzen.

hat mit der Zeit an Aufmerksamkeit verloren, jedoch nicht an Wichtigkeit. Um
die Konkurrenzfihigkeit, auch von anderen Softwarelosungen, weiterzuentwickeln ist
es wichtig und richtig weiterhin zu erhalten. Ferner ist es wichtig Omega zu er-
halten, da es eine Alternative zu anderen Verfahren ist. Obwohl der Omega Calcula-
tor (OC) im Worst Case eine schlechtere Zeitkomplexitit hat als andere Verfahren,
konnten die Entwickler zeigen, dass der[OC bei der Performance im Average Case eine
realistische Alternative bietet.[[3]]

AbschlieBBend noch eine Suggestiv-Frage: Betrachtet man Tragddien, die durch Hard-
ware- oder Softwarefehler mit verursacht wurden, stellt sich aus ethischer Sicht die
Schuldfrage. Triagt der Programmierer, der in der letzten Crunchtime vor der Deadline
das Programm fertig geschrieben hat die Schuld, der Arbeitgeber der seine ,,EDV*-
Abteilung am liebsten outsourcen wiirde oder die Endnutzer die das System nur falsch
verwendet haben? Es hat sich im Bereich der System- und Software-Verifikation so-
wie der Programmsynthese schon sehr viel getan. Aber viele auch aktuelle Beispiele
zeigen, dass noch viel mehr in sehr gut ausgebildete Informatiker und gute Software
investiert werden muss.

Zielstellung

Die Kernaussage des Titels Modernisierung von Legacy Beweissystemen (Modernisie-
rung von alten Systemen) ldsst sich auf viele Anwendungsbereiche iibertragen. Zum
Beispiel ist das auch eine haufig gestellte Frage in der Wirtschaft. Alte Systeme mo-
dernisieren oder neu entwickelt? Nun wurde in Motivation schon recht ausfiihrlich
das Warum? besprochen. Jedoch nicht aus der eben erlduterten Perspektive - moder-
nisieren oder neu? Das System bestehend aus dem und der angepassten Versi-
on von LeanCoP (LO). Es hat in der CASC-J5, der damals neu eingefiihrten Test-
division Typed first-order theorems with arithmetic (TEA) [[@]], den ersten Platz nach
gelosten Problemen belegt[f] Die ist ein Wettbewerb bei dem sich die automa-
tischen Beweissysteme gegeneinander messen. Die Hauptaufgabe besteht darin, den
[LCOBeweiser auf einem aktuellen System in seinem Funktionsumfang wiederherzu-
stellen und anschlieBend zu evaluieren. Zudem sollte der[0OC] zum groRten Teil aus dem
The Omega Project extrahiert werden. Das hitte den Vorteil, dass das Projekt
viel iibersichtlicher werden wiirde und Anpassungen einfacher wiren. Sollte LCOJ auf

4CASC J5 Ergebnisse Zusammenfassung (letzter Aufruf: 09.09.2019):
[pttp://www.tptp.org/CASC/J5/WWWFiles/ResultsSummary.html|
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dem aktuellen System lauffihig sein ist auf eine aktuelle SWI-Prolog (ein Dialekt der
logischen Programmiersprache Prolog [[7]]) Version zu modernisieren, mit allen notigen
Anpassungen.

Aufbau der Arbeit

In der Bachelorarbeit Modernisierung von Legacy Beweissystemen werden die Peano-,
Presburger- und Induktionsfreie Arithmetik beleuchtet, ebenso wie die Entscheidungs-
prozeduren Elimination of Quantifiers, Fourier-Motzkin Variablen Elimination, Omega-
Test und Sup-Inf. AuBerdem werden der Sequenzen- [8] S.110, S.211-212], Tableau-
[[B S.110-114] und Konnektionskalkiil [8] S.39-55] erklirt und anschlieBend eine Aus-
wahl von jeweils drei interaktiven und automatischen Beweisern vorgestellt. Die Aus-
wahl der interaktiven Beweiser beschrinkt sich auf Isabelle, Coq und Nuprl, da diese
drei von groB3en Wirtschaftskonzernen verwendet werden oder sehr verbreitet sind. So
verwendet zum Beispiel IBM CO(E] und Isabelle und Nuprl ist in der europdischen und
amerikanischen Industrie weit verbreitet. Des Weiteren sind sie in der TOP 10 der Be-
weiser, in denen die meisten der TOP 100 der mathematischen Sétze formalisiert wur-
denE] Die Wahl der automatischen Theorembeweisern umfasst leanCoP-Q, SPASS+T
und Vampire, weil diese drei Arithmetik unterstiitzen oder entsprechende Module ent-
halten.

Nach dem Kapitel zur Theorie wird im Kapitel Methodik die Analyse des Omega Pro-
jektes [9I], der Schnittstelle zu leanCoP und leanCoP selbst durchgefiihrt. Anschliefend
wird daraus ein Konzept eruiert, um das Konvolut, als automatischen Theorembewei-
ser zusammengefasst, zu reaktivieren und zu modernisieren. Das Vorgehen wird im
nichsten Kapitel Durchfiihrung der Anpassung als Implementierungsschritt niederge-
schrieben. Fiir die anschlieBende Evaluation werden die Probleme, gegen die das schon
einmal lauffihige Beweissystem bei der CASC-J5 [I0] antreten musste, verwendet.
Diese 75 getypten arithmetischen Theoreme miissen von dem reaktivierten Beweis-
system und dem modernisierten Beweissystem gelost werden. Diese beiden Systeme
unterscheiden sich lediglich in der verwendeten Prolog-Version. Beendet wird die Ar-
beit mit dem Ausblick, der sowohl weiterfilhrende Gedanken und Ideen enthilt, als
auch abschliefende Worte findet.

3 Coq fiir das framework S.40 (letzter Aufruf: 27.09.2019):
lhttp://www.cse.chalmers.se/research/group/logic/Types/types— |
| activity-report2.pdf|
®Formalizing 100 Theorems, Radboud Universiteit Nijmegen (NL), ICIS (letzter Aufruf: 09.09.2019):
|attp://www.cs.ru.nl/~freek/100/|
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2 Theoretischer Hintergrund

In diesem Kapitel werden die fiir ein besseres Verstidndnis bendtigten Theorien und
Konzepte vorgestellt. Begonnen wird mit den drei arithmetischen Theorien Peano-
Arithmetik, Presburger-Arithmetik und Induktionsfreier Arithmetik. Die Presburger-
Arithmetik ist die Peano-Arithmetik ohne Multiplikation, die auch im verwendet
wird. Der wird im spiteren Verlauf genau untersucht und beschrieben. Nach den
arithmetischen Theorien werden vier relevante arithmetische Entscheidungsprozeduren
vorgestellt. Dies sind Elimination of Quantifiers, Fourier-Motzkin Variable Eliminati-
on, der Omega-Test und Sup-Inf. Das Verfahren Elimination of Quantifiers ist sehr
ineffizient, da sich die Formeln dabei stark vergroern. Die Grundidee findet sich aber
in anderen Verfahren wieder. Bei der Fourier-Motzkin Variable Elimination wird die
Erweiterung fiir die natiirlichen Zahlen vorgestellt, welche der Omega-Test verwen-
det. Dieser wiederum wird vom verwendet. Als letztes Verfahren wird Sup-Inf
vorgestellt. Danach werden der Sequenzenkalkiil und der Tableau-Kalkiil vorgestellt,
auBerdem wird der von [LO verwendete Konnektionskalkiil vorgestellt. Durch die ma-
schinennahe Funktionsweise ist er, genau wie Resolution, gut fiir Theorembeweiser
geeignet. Abschliefend werden die drei interaktiven Beweissysteme Isabelle, Coq und
Nuprl, ebenso wie die drei automatischen Beweissysteme leanCoP-Q, SPASS+T und
Vampire vorgestellt.

2.1 Arithmetische Theorien

Peano-Arithmetik

Die Peano-Arithmetik ist eine Theorie, welche die Menge der natiirlichen Zahlen N
mit Hilfe der fiinf folgenden Peano-Axiome beschreibt. Sie wurden erstmals 1889 von
Giuseppe Peano formal definiert. [TT]]

Axiome der Peano-Arithmetik [[J] (12 S.218ff]

1. 0 € N (0 ist hier eine natiirliche Zahl) (1)
2. Fiir jedes x € N, existiert genau ein x’ € N, genannt Nachfolger von x (2)
3. x' # 0 (0 ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl) 3)
4. x = y genau dann, wenn x’ = y/ 4)
5.Wenn M C Nund O e Mund x € Mistx’ € M,d.h. M =N. 5)

IPeano Arithmetic (letzter Aufruf: 25.06.19):
[rttps://planetmath.org/peanocarithmetic|

2Axiomensystem nach Peano (letzter Aufruf: 01.07.19):
[rttps://mathepedia.de/Axiomensystem _nach_Peano.html|
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Im ersten Axiom wird festgelegt, dass die Ziffer O eine Zahl und Element der beschrie-
benen Menge ist. Diese definierte Menge ist die Menge der natiirlichen Zahlen N. Das
nichste Axiome beschreibt die Nachfolgeroperation. Sie definiert, dass jede Zahl aus
dieser Menge einen Nachfolger hat. Somit hat auch jede Zahl einen Vorginger, bis auf
die durch das dritte Axiom beschriebene Ausnahme, die Null. Das heif3t sie ist das
kleinstes Element der Menge oder auch das Startelement. Das vierte Axiom sagt aus,
dass zwei Zahlen, die den gleichen Nachfolger haben, identisch sind. Das letzte Axiom
ist das Induktionsaxiom, welches aussagt, dass man vom Startelement auf jeden Nach-
folger schlieBen kann.

Mit Hilfe dieser Axiome lassen sich die Addition, die Multiplikation und die “kleiner-
gleich“-Relation definieren. Fiir die Addition gilt Assoziativitdt und Kommutativitét,
die formale Definition sieht wie folgt aus:

x+1=x fiir alle x € N (6)
x+y = (x+y) fiir alle x,y € N (7

Fiir die Multiplikation kann ebenfalls Assoziativitit und Kommutativitit, sowie Dis-
tributivitit liber Addition bewiesen werden. Formal sieht die Multiplikation wie folgt
aus:

x-1=x fiir alle x € N (8)
xy =x-y+x fiir alle x,y € N &)

Zusammengefasst ist (N,+) eine kommutative Halbgruppe mit neutralem Element.
Dies ist das Nullelement des Halbringes (N, +, ). (N, ) ist eine Halbgruppe mit neutra-
lem Element, welches als Einselement des Halbringes (N, +, -) bezeichnet wird. Daraus
prégt sich der Halbring (N, +,0, -, 1). Unter Hinzunahme der Ordnungsbeziehung lésst
sich die initiale oder nach unten Beschrinkte lineare Ordnung zeigen. Somit ist der
Halbring positiv geordnet und wird durch das Sechstupel (N, +,0,-,1, <) beschrieben

(2] [T3].

Presburger-Arithmetik

Die Presburger-Arithmetik ist kurz gesagt die Peano-Arithmetik ohne Multiplikation,
also eine etwas schwichere Arithmetik. Sie umfasst die natiirlichen Zahlen mit Null,
sowie die drei Funktionen S als unire Nachfolgerfunktion mit S(x) = x’, + als binire
Addition und < als binére Relation. Die Presburger-Arithmetik ist anders als die Peano-
Arithmetik entscheidbar und vollstdndig, darum ist sie besonders wertvoll fiir automa-
tische Beweissysteme.



Axiome der Presburger-Arithmetik E|[|]Z|]

1.x 40 (1)
2. x' =y’ genau dann, wenn x =y (2)
3.x+0=x 3)
4.x+y = (x+y) 4)
5. Fiir jede [FOR P(x), P(0) AVx[P(x) — P(x+1)] — VxP(x) 3)

Das erste Axiom sagt aus, dass es keine Zahl gibt, dessen Nachfolger O ist, somit ist
0 das kleinste Element. Das nichste Axiom bestimmt, dass zwei gleiche Zahlen auch
immer den gleichen Nachfolger haben, das heifit, dass die Nachfolgerfunktion bijektiv
abbildet. Das dritte Axiom beschreibt O als neutrales Element der Addition. Danach
wird beschrieben, dass die Reihenfolge, in der man die Nachfolgerfunktion anwendet
irrelevant fiir das Ergebnis ist. Das heiflt, das Inkrementieren eines Summanden y im
Term x 4y ergibt die selbe Summe wie das Inkrementieren der Summe von x + y,
also (x+y)'. Fiir jede First Order Formula (EQOF) gilt das fiinfte Axiom, néimlich das
Induktionsaxiom.

Induktionsfreie Arithmetik

Die induktionsfreie Arithmetik [[13} wurde erstmals im Jahr 1978 von Constable
und O’Donnel formal definiert. Wie der Name sagt ist es eine Arithmetik ohne Indukti-
on und unterscheidet sich damit von der Peano-Arithmetik und Presburger-Arithmetik.
Sie umfasst die Addition, die Subtraktion, die Multiplikation fiir ganze Zahlen und
die Ordnungsrelation. Die relationalen Operatoren konnen nur komplett substituiert
werden. Daher ist induktionsfreie Arithmetik entscheidbar und ebenfalls gut fiir das
Theorembeweisen geeignet.

2.2 Arithmetische Entscheidungsprozeduren

In diesem Unterkapitel der theoretischen Grundlagen werden kurz vier arithmetische
Entscheidungsprozeduren vorgestellt. Dazu gehoren Elimination of Quantifiers, Fourier-
Motzkin Variable Elimination for Integer Programming Problems, Omega-Test und
Sup-Inf. Der Omega-Test ist das Verfahren hinter dem[OC bzw. Teil der Omega Library
des [TOP| und nutzt die Fourier-Motzkin Variable Elimination. Elimination of Quanti-
fiers ist vergleichbar zur Fourier-Motzkin Variable Elimination, jedoch werden die For-
meln durch das Verfahren stark aufgeblidht. Das Sup-Inf-Verfahren nutzt einen komplett
anderen Ansatz und wird hier als interessante Alternative vorgestellt.

3Presburger-Arithmetic (letzter Aufruf: 25.06.19):
|rttps://planetmath.org/presburgerarithmetic]



https://planetmath.org/presburgerarithmetic

Elimination of Quantifiers

Elimination of Quantifiers [’} [I8] (engl. fiir Elimination von Quantoren) ist eine
arithmetische Entscheidungsprozedur, die zum Beispiel schon 1967 von Kreisel and
Krivine [2Q] oder 1968 von Hilbert und Bernays entdeckt wurde. In dem Verfah-
ren werden alle freien Variablen allquantifiziert, um danach die Formel mit Allquanto-
ren in eine dquivalente Formel mit Existenzquantoren zu transformiert. Dann werden
alle Quantoren eliminiert bis ein System ohne Variablen entsteht, welches zu wahr
oder falsch evaluiert. Also findet eine erfiillbarkeitsiquivalente Transformation statt,
das heifit die Formel ohne Variablen evaluiert nur zu wahr/falsch, wenn sie vorher zu
wahr/falsch evaluierte.

Fourier-Motzkin Variable Elimination

Im Jahr 1826 entwickelte Jean Baptiste Joseph Fourier ein Verfahren, mit dem
man durch wiederholtes Eliminieren von Variablen lineare Ungleichungssysteme 16sen
kann. 1919 wurde es von Dines [22]], 1936 von Motzkin und 1963 von Dantzig [24]]
wiederentdeckt und aufgegriffen. Bei dem Fourier-Motzkin-Verfahren [23]] wird eine
Variable, zum Beispiel x, isoliert. Die Ungleichung wird mit ihrem Koeffizienten divi-
diert, um ein dquivalentes System ohne x zu erhalten. Das Verfahren wurde fiir lineare
Ungleichungssysteme entwickelt und von Williams 1976 fiir Systeme auf natiirliche
Zahlen angepasst. In “Fourier-Motzkin Variable Elimination for Integer Programming
Problems*[26]] beschreibt er alle Anpassungen.

Omega-Test

Der Omega-Test[[3]] ist ein von W. Pugh 1991 vorgestellter Algorithmus auf ganzen
Zahlen. Er kann unter anderem Array-Verweise auf Abhéngigkeiten iiberpriifen und
zudem zeigen unter welchen Bedingungen die Abhéngigkeiten existieren. Dariiber hin-
aus kann er sowohl Integer-Probleme entscheiden als auch vereinfachen. Die Zeitkom-
plexitit der Verifikation von Presburger-Formeln hat die nichtdeterministische unte-
re Grenze von O(2?") und die nichtdeterministische obere Grenze von 0(222’1). Je-
doch wurde in [3]] gezeigt, dass der Omega-Test eine Alternative zu herkdmmlichen
Niherungsverfahren in Compilern ist.

Das Verfahren ldsst sich in sieben Schritte unterteilen. Im ersten Schritt werden alle
Gleichungen eliminiert, sodass nur Ungleichungen {ibrig bleiben. Danach wird gete-
stet, ob sich die resultierenden Ungleichungen widersprechen. Wird einer gefunden
gibt es keine Losung, wenn es keine Widerspriiche gibt wird Schritt drei ausgefiihrt.
Dieser formt dichte Ungleichungen in dquivalente Gleichungen um und geht zu Schritt
eins. Dichte Ungleichungen sind zum Beispiel 6 < 3x+ 2y und 3x+ 2y < 6, da diese
erfiillbarkeitsdquivalent zur Gleichung 6 = 3x + 2y transformiert werden konnen. Sind
keine dichten Ungleichungen vorhanden werden im vierten Schritt alle redundanten
Ungleichungen entfernt. Sind, zum Beispiel, die Ungleichung x+2y > Ound x+2y > 5
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gegeben ist die erste Ungleichung redundant. Im fiinften Schritt wird getestet, ob das
Problem maximal eine Variable enthilt. Ist das der Fall, ist das Problem trivial und hat
eine Losung, wenn nicht wird im sechsten Schritt die Fourier-Motzkin Variablen Eli-
mination ausgefiihrt. Im letzten Schritt werden einige Tests fiir Spezialfille, die sonst
nicht erfasst werden, durchgefiihrt. Genauere Informationen zu den “Single Variable
Per Constraint“-, “Acyclic*-, “Loop Residue‘- und “Delta*“-Tests und wann sie ver-
wendet werden gibt es in Pugh [3]].

Sup-Inf

Das “Sup-Inf*-Verfahren ist eine Methode, um die Giiltigkeit von Formeln in Presburger-
Arithmetik ohne Existenzquantoren zu zeigen. Es wurde 1975 von W. W. Bledsoe
vorgestellt und 1977 von R. E. Shostak [28]] aufgegriffen und weiterentwickelt. Die
Weiterentwicklung kann nicht nur auf Giiltigkeit priifen sondern auch auf Ungiiltigkeit.
Erkennt es eine Formel als ungiiltig, so wird ein Gegenbeispiel gegeben. Der Kern des
Verfahrens besteht aus den zwei Algorithmen Sup und Inf. Sup bestimmt das Supre-
mum, also die groBte untere Schranke der Variablen und Inf bestimmt das Infimum,
also die kleinste obere Schranke der Variablen. Da das “Sup-Inf*‘-Verfahren einen Wi-
derspruchsbeweis fiihrt wird versucht die negierte Formel F zu widerlegen. Sollte es zu
einem Widerspruch kommen ist die Ausgangsformel F giiltig. Zu einem Widerspruch
kommt es, wenn zwischen den Schranken keine ganzzahlige Losung vorhanden ist oder
das Supremum iiber dem Infimum liegen.

2.3 Kalkularten

In diesem Abschnitt beziehe ich mich auf die Lehrbiicher von W. Bibel [8] als
Quellen. Die Grundbestandteile des formalen Kalkiils sind Formeln, Schlussregeln und
Axiome. Dabei wird in den allermeisten Fillen der Zusammenhang zwischen Formeln
und ihrer Bedeutung durch eine Interpretation hergestellt. Die arabischen Ziffern sind
auch nur Symbole die erst durch eine Bildungsvorschrift und eine gelernte Bedeu-
tung als Zahlen interpretiert werden konnen, vergleichbar mit dem formalen Kalkiil.
Jedoch gibt es verschiedene Kalkiile, von denen im folgenden drei wichtige vorgestellt
werden. Als erstes wird der Sequenzenkalkiil vorgestellt, der die klassische Grundla-
ge bietet. Der Tableau-Kalkiil ist ein verdichteter Sequenzenkalkiil, weil er direkt auf
dem Syntaxbaum operiert und deshalb weniger Redundanz verursacht. Der Konnekti-
onskalkiil arbeitet direkt auf der Matrix von Literalen und befindet sich die Formel in
konjunktive Normalform (KNE) (engl. CNF fiir conjunctive normal form) entsteht kei-
ne Redundanz. Der Matrixbeweis ist eine Verdichtung des Tableau-Beweises. Daher
verwendet [LC den Konnektionskalkiil, um Redundanz und Speicherplatzverbrauch zu
minimieren. Ein weiteres, in Beweisern hdufig verwendetes Verfahren, ist die Resoluti-
on [30] 31]]. Da die Behandlung der Resolution zu weit weg vom Thema fiihren wiirde
wird sie nicht erldutert.
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Sequenzenkalkiil

Der Sequenzenkalkiil [8] umfasst Schlussregeln, die die moglichen Umformungen der
Sequenzen vorgeben. Wobei die Sequenz eine Kette von Zeichen mit folgender Form
ist: I' = ®. Auf beiden Seiten der Ableitbarkeitsrelation stehen endliche Folgen von
Formeln der Priadikatenlogik erster Stufe. Es ist ebenfalls moglich, das I als Pramisse
(Antezedenz) oder ® als Konklusion (Sukzedenz) die leere Folge enthilt. Denn der Be-
weis einer Formel F besteht darin mit leerer Antezedenz zu starten, damit die Sequenz
- F abgeleitet werden kann. Dafiir werden Axiome und Regeln benoétigt, die als Hilfs-
mittel dienen. Diese Regeln haben die Form %, wobei o aus einer Sequenz und 8 aus
maximal zwei Sequenzen besteht. In dieser Form ist @ die Pramisse und 8 die Kon-
klusion. Das freie Variablen nicht gleichzeitig in ihrer Formel oder Sequenz gebunden
auftreten diirfen und umgekehrt ist die einzige Einschrinkung. I', A, ® und ¥ stehen
fiir Folgen von Formeln und A, B, ...stehen fiir einzelne Formeln. A und S in der
Benennung der Regeln stehen fiir Antezedenz beziehungsweise fiir Sukzedenz. Da die
Konklusion wahr sein kann wenn die Pramisse falsch ist, jedoch wahr sein muss, wenn
die Primisse wahr ist. Beim analytischen Kalkiil, zum Beispiel der Refinement Logic
werden Axiome aus der Formel abgeleitet (Top-Down Entwicklung) fiir ein zielorien-
tiertes Vorgehen [32]]. Valide Schlussregeln in der Refinement Logic kann man in|Glei]
[chung 6.1und [Gleichung 6.2|im Anhang sehen. Die Regeln konnen ebenfalls zu einem
synthetischen Sequenzenkalkiil gehoren, es wiirde sich lediglich die Vorgehensweise
invertieren. Das heif3t, die Formel wiirde aus den Axiomen abgeleitet (Bottom-Up Ent-
wicklung) werden und & und 8 wiirden die Position tauschen.

Tableau-Kalkiil

Der Tableau-Kalkiil [ 33]] kann fiir einen Widerspruchsbeweis verwendet werden.
Das heif3t es wird das Komplement einer Formel angenommen. Sollten alle Zweige des
Beweisbaumes widerspriichlich sein ist die Giiltigkeit der Originalformel bewiesen.
Dabei wird die Redundanz, alle Formeln vom Beweis mitzufiihren, aufgegeben. Die
Formeln der linken und rechten Seite der Ableitbarkeitsrelation werden mit Polarititen
XT fiir links und X* fiir rechts gekennzeichnet. Die Regeln werden nach gleichen Ei-
genschaften gruppiert. Der erste Typ o umfasst die Regeln andL. und orR welche nach
Auflosung nur ein Teilziel liefern. Der nichste Typ B umfasst die Regeln andR und
orL, da bei beiden nach Auflosung der Beweis verzweigt. Der dritte Typ y umfasst allL
und exR, die nach Auflosung die Variable mit einem Term instantiiert. Der letzte Typ
6 umfasst allR und exL und diese deklarieren nach Auflsung eine neue Variable. Aus
diesem Grund gibt es die Zusatzregel Typ 6 vor Typ 7.

In kann man einen Beispiel-Tableau-Beweis fiir die Formel —VxPx V
(Pa A Pb) sehen. In dem Beispiel sieht man, dass beide Zweige einen Widerspruch ent-
halten. Im linken Ast ist Pa zugleich wahr und falsch, im rechten Ast Pb zugleich wahr
und falsch. Die Formel an der Wurzel wird negiert, gekennzeichnet durch das hoch
gesetzte F. Der Hauptjunktor der Formel (—VxPxV (Pa A Pb))F ist eine Disjunktion.
Da die Formel negiert ist ergibt das die Regel orR der Kategorie ¢. Die resultierenden
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Formeln werden untereinander mit einem Strich getrennt aufgeschrieben. Bei der Re-
gel orR bekommen die Teilformeln die Polaritit F. Beim Auflosen einer Negation dreht
sich dich Polaritit um, wie man anhand von VxPx” sehen kann. Bei der Dekomposi-
tion von (Pa A Pb)F wird die B-Regel andR angewendet und beide Pridikate Pa und
Pb beginnen einen eigenen Ast. Da wir die Formel ¥xPx”, fiir alle x gilt das Pradikat
P, haben und allL. vom Typ 7 ist konnen wir passende Instanzen erzeugen. Wie zum
Beispiel Pa fiir den linken Ast und Pb fiir den rechten Ast. Somit ist jetzt jeder Ast
widerspriichlich und die Ausgangsformel giiltig. Die vollstandigen Regeln sind in
[schnitt 6.1] [Tabelle 6.1] [Tabelle 6.1]und [Tabelle 6.1] zu finden und aus Bibel [[8] S.112]

entnommen.

(=VxPxV (Pa A\ Pb))F
orR ‘ o
—VxPxF

|
(Pa A PD)F
notR | o
VaPx!
andR / \ﬁ
Pa” PbF
allL |7 alL|Y

Pa’ PbT

Abbildung 2.1: Beispiel Tableau-Beweis fiir =VxPxV (Pa A Pb)

Konnektionskalkaiil

Das Konnektionskalkiil [8]] beschrinkt sich auf die Konnektionen in einer Matrix zwi-
schen den Klauseln. Das heifit komplementére Literale schaffen eine Konnektion, wel-
che alle Pfade durch diese beiden Literale abschlief3t, da diese nicht mehr fiir eine
giiltige Belegung infrage kdmen. Wichtig hierbei ist zu erwdhnen, dass sich nur auf die
Konnektionen konzentriert wird. Wiirde man alle Pfade betrachten wiren das bei einer
Matrix mit m Literale pro Klausel und n Klauseln pro Matrix m - n mogliche Pfade.
Da nicht alle Klauseln gleich viele Literale haben ist die genauere Darstellung [T\, m;.
Dennoch ist dieser Ansatz tunlichst zu vermeiden, denn man hitte eine exponentielle
Laufzeit und zusétzlich einen exponentiellen Speicherverbrauch.

Die Hauptbestandteile des Konnektionskalkiils sind der Extensionsschritt, der Bereini-
gungsschritt und backtracking (engl. fiir Riicksetzschritt oder Riicksetztechnik). Zusétz-
lich gibt es noch die Reduktion und Restricted Backtracking (engl. fiir eingeschrinktes
Riicksetzen), welches von [LC 2.0+ [B4]] verwendet wird. Beim Extensionsschritt wird
ein Literal aus der gewihlten Startklausel mit seinem Komplement verbunden. Aus der
Klausel des Komplements wird wiederum ein Literal gew#hlt welches wie gehabt mit
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seinem Komplement verbunden wird. Sollte kein Extensionsschritt mehr méglich sein,
wird ein Bereinigungsschritt vorgenommen. Bei diesem geht man zur letzten Klau-
sel mit unbenutzten Literalen zuriick und macht mit diesen Literalen weitere Exten-
sionsschritte, falls das moglich ist. Sollte nach dem letzten Bereinigungsschritt noch
offene Literale iibrig sein ist die Ausgangsformel nicht giiltig. Die aktuelle Klausel
oder die aktuelle Position in der Matrix wird mit einem senkrechten Pfeil nach oben
gekennzeichnet. Das ausgewdhlte Literal wird durch eine Box um das Literal hervor-
gehoben und das verbundene Komplement mit einem Punkt markiert. Die Verbindung
wird durch eine Linie zwischen den Beiden visualisiert. Noch nicht fertige Klauseln,
also Klauseln mit noch nicht verwendeten Literalen werden durch einen diagonalen
Pfeil nach rechts-oben gekennzeichnet, zu denen im Falle eines Bereinigungsschrittes
zuriick gegangen wird. Diese beiden Schritte bilden das Extensionsverfahren. Sollte
in einer Situation eine geeignete Konnektion fehlen, kann das Verfahren durch einen
Bereinigungsschritt zu einer der iibrigen gekennzeichneten Klauseln zuriick springen.
Gibt es keine alternative Klausel so terminiert das Verfahren und die negierte Formel ist
nicht giiltig. Ein wichtiges Lemma besagt, eine giiltige (und nichtleere) Matrix enthdilt
mindestens eine Klausel mit nur unnegierten Atomen und mindestens eine Klausel mit
nur negierten Atomen [8| S.42].

2.4 Interaktive Beweissysteme

Ein interaktives Beweissystem ist ein Programm mit dem man in einer formalen Spra-
che definierte Probleme manuell (Schritt fiir Schritt) oder halb-automatisch umformen
beziehungsweise 16sen kann. Die computerunterstiitzte Beweisfiihrung wurde lange
Zeit sehr kritisch betrachtet und wurde von einigen Wissenschaftlern abgelehnt [33]
S.254-255]. Das erste bekannte Problem welches mit Hilfe von einem Computer gelost
wurde war das vier Farben Problem.[[3]]

Isabelle

Isabelle [36]] ist allgemein ein Beweisassistent, der in Scala und der funktionalen Pro-
grammiersprache Standard ML (SML) geschrieben ist. unterstiitzt auch impe-
rative Konstrukte und stammt von der Programmiersprache Meta Language (ML) ab.
Urspriinglich wurde er an der University of Cambridge und der Technischen Universitit
Miinchen entwickelt. In Isabelle kann man mathematische Formeln in einer formalen
Sprache definieren und mit vorhandenen Werkzeugen umformen und beweisen. Die
Hauptanwendung ist die Formalisierung von mathematischen Beweisen und insbeson-
dere die formale Verifikation, die den Nachweis der Richtigkeit von Computerhard-
ware oder -software und den Nachweis der Eigenschaften von Computersprachen und
-protokollen umfasst. Eine Vorschau des Standard-Graphical User Interface (engl. fiir

grafische Benutzeroberfliche) (GUI) von Isabelle/jEdit ist in [Abbildung 2.2] zu sehen.

Sie dient als Texteditor mit Integrated Development Environment (engl. fiir integrierte

14



Entwicklungsumgebung) (IDE) fiir die Beweisfﬁhrungﬂ Es ist lediglich die Fourier-
Motzkin Variable Elimination in Isabelle implementiert worden [37], also die Ansiitze
zu Omega sind gegeben. Von anderen genannten Verfahren ist dem Autor keine Imple-
mentation bekannt.

e0e # Isabelle/HOL - Seq.thy
N@dE: & ¢ X0 @ TEEE EX & @ €

[ Seq.thy (SISABELLE_HOME/src/HOL/ex/) B 3F isabelle 2]
a section <Finite sequences> X e B

Filter: T
i Seq.thy

5 ¢ [theory Seq section <Finite sequencess a
E imports Main theory Seq 3
§ o |begin datatype 'a seq — Empty | Seq'a "a s o
g 'un conc :: "'a seq = 'a seq = 'a seq
8 fun reverse :: seq = 'aseq”
a datatype 'a seq = Empty | Seq 'a "'a seq" lemma conc_empty: "conc xs Empty =
- lemma conc_assoc: "conc (conc xs ys)
2 | o . . i lemma reverse_conc: "reverse (conc x;
g ¢ |fun conc :: a seq = 'a seq = 'a seq lemma reverse_reverse: "reverse (revc
2 wherell
=

"conc Empty ys = ys"
| "conc (Sed x xs) ys = Seq x (conc xs ys)"

© |fun reverse constant "Seq.seq.Seq"
where i1 'a= 'aseq = 'aseq
"reverse 'cmpry =—Ttmpty

| "reverse (Seq x xs) = conc (reverse xs) (Seq x Empty)"

¢ [Lemma conc_empty: "conc xs Empty = xs"
by (induct xs) simp all

lemma conc_assoc: "conc (conc Xs ys) zs = conc Xs (conc ys zs)"
by (induct xs) simp_all

lemma reverse_conc: "reverse (conc xs ys) = conc (reverse ys) (reverse xs)"
by (induct xs) (simp all add: conc_empty conc_assoc)

Proof state € Autoupdate ~ Update  Search: v 100% O

consts
conc :: "'a seq = 'a seq = 'a seq"
Found termination order: "(Ap. size (fst p)) <*mlex*> {}"

B v Output

14,6 (206/789) (isabelle,isabelle, UTF-8-Isabelle) UG IETEIE 12MB 13:14

Abbildung 2.2: Standard{GUI| von Isabelle/jEdit

Coq

Coq [38] ist ein Beweisassistent der bei der Handhabung formaler Beweisfiihrungen
hilft. Mathematische Formeln kdnnen in der von Coq zur Verfiigung gestellten forma-
len Sprache Gallina definiert werden. Wie Isabelle bietet auch Coq einige Werkzeu-
ge, wie ausfithrbare Algorithmen und Theoreme fiir die interaktive zum erstel-
len von Beweisen. Coq ist das Ergebnis von 30 Jahren Forschung und Entwicklung.
Es begann 1984 mit einer Implementierung des Calculus of Constructions in INRIA-
Rocquencourt durch Thierry Coquand und Gérard Huet. Sieben Jahre spiter entwickel-
te Christine Paulin die Erweiterung Calculus of Inductive Constructions. Bei der Ent-
wicklung der Cog-Funktionen waren etwa 50 Personen im Laufe der Zeit beteiligt.
Die aktuellste Coq Version ist die Version 8.10, Stand September 2019E| Die aktuelle

40ffizielle Webseite von Isabelle (letzter Aufruf: 28.08.19):
[http://isabelle.in.tum.de/|

SOffizielle Webseite von Coq(letzter Aufruf: 28.08.19):
[rttps://coqg.inria.fr/|
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Coq Version hat den Omega-Test [39] teilweise implementiert. Was zum GroBteil die
Fourier-Motzkin Variable Elimination [37]] ist.

Nuprl

Die erste Version von Nuprl wurde im Jahr 1984 veréffentlicht [4Q]. Seitdem wurde
es einer dramatischen Entwicklung unterzogen und mehrfach signifikant modifiziert.
16 Jahre nach der ersten Veroffentlichung wurde das Programm sogar von Grund auf
neu designt mit einer verbesserten Architektur [41]]. Diese sollte den wachsenden An-
spriichen an das Programm gerecht werden. Es basiert auf der intuitionistischen Theorie
von Martin-Lof, welches Formalisierung fundamentaler Konzepte der Mathematik, Da-
tentypen und Programmierung unterstiitzt [42]]. NUPRL 5, zu sehen in
ist jetzt die neuste Version und ist allgemein ein System zum Erstellen von Beweisen.
Dabei dient es als Framework (engl. fiir Geriist oder auch System) fiir die Entwicklung
von formalisiertem mathematischen Wissen, aber auch fiir die Synthese, Verifikation
und Optimierung von Software. Der Beweiser ist wie Coq und Isabelle ein interaktiver,
jedoch sind verschiedene Taktiken moglich, um katalysierend auf die Beweisfiihrung
zu wirken. AufBer der taktisch orientierten Beweisfiihrung unterstiitzt NUPRL ebenfalls
Entscheidungsprozeduren, Evaluation von Programmen, von Benutzer erstellte Spra-
cherweiterungen und eine erweiterbare Bibliothek aus verifiziertem Wissen aus vielen
Anwendungsbereichen [EZI]H Die Sup-Inf Prozedur ist in Nuprl implementiert [37].

= ~ TR 443reiz et

Act ivatex deActivatex NameSearchk PathStackx Clonex RaiseToplLoops*
Mill% SaveObjx commentObjx CountClosurex ObidCollectors

MkLinkx MkObj# MkDirx MkTHMz CpObj% reNameObjx EditPropertys
iRmLmk* RmObj% RmDirs RmGroup:

R B S PP
e W W v s ><

Navigator: [ROOT]

|Scroll position : 3

}Lis( Scroll : Total 4, Point 3, Visible : 4
Previousx Nextx Evalx Resetx Removex SaveWOEvalx
DIR TTF local LIBx EDDx REFx ShowRefenvx RaiseHistoryx RaiseNavigatorsx
DIR TTF system-aux
DIR TTF system MIEDD]> | ;3
-> DIR TTF theories

Abbildung 2.3:[GUIl von NuPRL5

2.5 Automatische Beweissysteme

leanCoP-Q

LeanCoP-Q ist ein automatischer Theorembeweiser mit Arithmetik-Unterstiitzung. Er
setzt sich aus dem von Jens Otten und Wolfgang Bibel entwickelten [LCHProver]’| [E4]],

50ffizielle Webseite von Nuprl(letzter Aufruf: 28.08.19):
[pttp://www.nuprl.org/html/NuprlSystem.html|

TleanCoP Internetseite (letzter Aufruf: 11.09.2019):
[pttp://www.leancop.de/|
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der Anbindung an den von Jens Otten, Holger Troelenberg und Thomas Raths und
dem[OC selbst von William Pugh et al. [43]] zusammen. Der[OClist Teil des [TOP| wel-
ches unter anderem auch die Omega Library [46]] umfasst.[CClist ein auf dem bereits in
erlduterten Konnektionskalkiil basierender Theorembeweiser, der eben-
falls restricted Backtracking unterstiitzt[47]]. hat keine anderen Entscheidungs-
prozeduren als dem Omega-Test implementiert.

SPASS+T

SPASS+TE| ist eine Erweiterung des auf Superposition [48] basierenden Beweisers
SPASS [49], welcher nun Teil der Toolsammlung SPASS Workbenclﬂ ist. Die Erwei-
terung umfasst Regeln fiir die Vereinfachung von arithmetischen Strukturen und nutzt
ein SMT-Solver fiir Arithmetik, also ein SAT-Solver mit Arithmetik-Solver, ebenfalls
werden freie Funktionssymbole als Blackbox verwendet. SPASS+T hat keine der vor-
gestellten Entscheidungsprozeduren implementiert, er nutzt Yices oder CVC3 SMT
solver [30] fiir die arithmetischen Aspekte.

Vampire

Vampirem 11 ist seit dem Start der Entwicklung 1994 sukzessive weiterentwickelt
worden und ist einer der Theorembeweiser mit den meisten Auszeichnungen in der
CASC. Der gerade in First Order Logic (Logik erster Stufe) (EQL) sehr performante
Beweiser kommt auf 30 Auszeichnungen (Stand Sep. 2019). Fiir die Behandlung von
Arithmetik nutzt Vampire einen SMT solver [30].

8SPASS+T (letzter Aufruf: 12.08.19):
[rttps://people.mpl-inf.mpg.de/~uwe/software/#TSPASS|
9SPASS Workbench (letzter Aufruf: 17.09.19):
lhttps://www.mpi—inf.mpg.de/departments/automation—of—-logic
| software/spass—workbench/|
"WVampire (letzter Aufruf: 12.08.19):
[pttp://voronkov.com/vampire.cgi|
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3 Methodik

3.1 Analyse

Die Methodik unterteilt sich in Analyse und Konzeption. Ersteres unterscheidet sich
von der iiblichen Vorgehensweise in der Art, dass sie sich auf bereits vorhandenen
Code bezieht, beziehungsweise an gegebenen Code orientiert und keine Neukonzep-
tion anstrebt. So wird die Betrachtung, um die des zu modernisierenden Codes, er-
weitert. Letzteres verhilt sich addquat, gegeben der genannten Rahmenbedingungen.
Die iibliche Vorgehensweise im Bereich der Softwareentwicklung sieht wie folgt aus.
Der erste Schritt, bestehend aus Analyse der Anforderungen, erarbeiten einer System-
Spezifikation und Projektplanung, ist die Analyse beziehungsweise Planung. Danach
kommt der Entwurf oder auch die Konzeptionsphase, welche sich mit dem designen
der Software in Form eines Modells oder auch mehrerer Modelle beschiftigt. Die-
se Modelle werden dann implementiert in einer fiir den Anwendungsfall passenden
Programmiersprache. Danach wird die Software validiert und durch Tests verifiziert,
jedoch wird das mit zunehmender Komplexitét fast unmoglich. Zum Schluss kommt
noch der Betrieb und die Wartung, daran sieht man, dass die Kernphasen sehr Wirt-
schaftsbezogen sindE]

Die Analyse spaltet sich in[TOP} [LClund die[LCl Anbindung an den[OC] der Bestandteil
des Omega Projektes ist, auf. Zuvor wird jedoch eine allgemeine Betrachtung vorge-
nommen, um einen klaren Uberblick zu schaffen. besteht aus zwei Bestandteilen,
wobei nur der zur Vereinfachung und Verifizierung von Presburger-Formeln fiir uns
von Interesse ist. verwendet den um Existenz- und Allquantoren zu elimi-
nieren indem zum Beispiel die Anfrage an gesendet wird, ob es fiir eine Formel
x < 5Ax > 7 eine erfiillende Belegung gibt. In dem Fall ganz offensichtlich nicht, da
eine Variable nicht gleichzeitig kleiner als fiinf und grofer als sieben sein kann. Somit
kann diesen Ast im Beweisbaum fallen lassen, da dieser mit Sicherheit nicht zu
einer Losung fiihrt. Das Projekt ist eine Leistung von William Pugh und dem Omega
Project Team - namentlich sind das Evan Rosser, Wayne Kelly, Bill Pugh, Dave Won-
nacott, Tatiana Shpeisman und Vadim MaslovE] ist ein auf dem Konnektionskalkiir
basierender automatischer Theorem-Beweiser fiir klassische von Jens Otten | Die
Erweiterung von [L fiir die Nutzung vom [OC] der oben genannte Bestandteil, ist von
Holger Trolenberg.

Kernphasen der Softwareentwicklung S.4 (letzter Aufruf: 13.08.19):
lhttps://moodle?2.uni—potsdam.de/pluginfile.php/632153/mod resource |
content/2/v0l.pdf|

“The Omega Project Internetseite (letzter Aufruf: 26.04.19):
lhttps://www.cs.umd.edu/projects/omega/|
The Omega Project GitHub (letzter Aufruf: 26.04.19):
|https ://github.com/davewathaverford/the-omega-project |

31eanCoP Internetseite (letzter Aufruf: 26.04.19):
[www. leancop.de|
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Die Anforderungen an das Konvolut sind, dass es in einer schlankeren Fassung auf ak-
tuellen Systemen kompilierbar und ausfiihrbar sein soll.[TOP|besteht zum Hauptteil aus
C/C++ Code und etwas Lex-, Yacc-, Flex- und Bison-Code. Dabei umfasst das Projekt
393 Dateien mit insgesamt 90790 Zeilen Code und 10372 Zeilen Kommentareﬂm
ist zusammen mit der Erweiterung deutlich kleiner und unterteilt sich in sechs Prolog-
Dateien und einer Shellscript-Datei, welche bereinigﬂ nur 160 Zeilen umfasst. Prolog
ist eine Programmiersprache zur Logikprogrammierungﬂ Die Prolog-Dateien sind im
Prolog-Dialekt SWI-Prolog geschrieben und haben bereinigt 967 Zeilen. Die von [LJ
im CASC-J5 WettbewerblZ], genutzte Binary von war 3.545.735 Bytes groB.

3.2 Konzeption

Das Konzept unterteilt sich in die Planung der Verkleinerung des und in die
Modernisierung von mit der Omega-Anbindung. Im ersten Schritt muss ermittelt
werden welche Teile des bendtigt werden um die Binary zu erstellen. Eine
Moglichkeit ist bei einer Header-Datei die mit Sicherheit verwendet wird anzufangen
und von dort aus sich an den includes ein Abhéngigkeitsnetz aufzuspannen und dann
alles was nicht von diesem Netz erfasst wird zu entfernen - die Startdatei muss klug
gewihlt werden. Danach miissen die Makefiles an den kleineren Umfang des Projekts
angepasst werden, sodass richtig und vollstindig compiliert wird. Sollte die Kompilie-
rung nicht erfolgreich sein, miissen iterativ alle noch bendtigten Dateien wieder ein-
gefiigt werden. Das ist zwar eine relativ aufwendige Arbeit, aber wie in der Analyse
herausgefunden umfasst der wichtige Bereich, also die vier Verzeichnisse basic, co-
de_gen, omega_calc und omega_lib nur 172 Dateien. Da wir nur die Header-Dateien
betrachten kann man grob mit der Hilfte rechnen, das wiren 86 Dateien die zu unter-
suchen sind. Das ist eine Anzahl die man manuell oder semi-automatisch analysieren
kann. Semi-automatisch soll heilen, dass die Abhéngigkeiten von einem Python-Script
gesucht und ausgegeben werden. Das Python-Script wurde dazu selbst implementiert
und liegt der Arbeit in digitaler Form bei. Somit wird der GroBteil der Arbeit an ein
Programm iibergeben, das erst geschrieben werden muss und Zeit kostet. Jedoch arbei-
tet das Script fehlerfrei, sofern es richtig implementiert wurde und das schnelle finden
aller Abhingigkeiten wiegt die Implementierungszeit auf. Manuell werden dann die
Dateien extrahiert und gegebenenfalls Anpassungen an den Makefiles vorgenommen.

Da[TOPInun verkleinert und bereit fiir den Einsatz ist, kann es mit[LCOlschon verwen-
det werden, um erste Messergebnisse fiir die Evaluation zu generieren. Wihrenddessen
wird [LCOl an eine neue SWI-Prolog Version angepasst. Dazu wird ein Blick in die
SWI-Prolog release patchnotes geworfen, um allgemeine Verdnderungen und Anpas-

4Die Daten wurden mit Hilfe von dem Programm cloc (Version: 1.70) ermittelt.

SBereinigt heiBt hier ohne Leerzeilen.

6Prolog (letzter Aufruf: 13.08.19):
[pttps://de.wikibooks.org/wiki/Prolog|

7Jens Otten - leanCoP-Q 0.1 (letzter Aufruf: 05.05.19):
[pttp://www.tptp.org/Seminars/CASC/CASC-J5/|
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sungen der Programmiersprache in Erfahrung zu bringen. Die erste Anlaufstelle sollte
sein, zu schauen ob es Warnings gibt die zu Errors geidndert wurden und das Programm
blockieren wiirden. Dariiber hinaus sind Umbenennung von Funktionen sehr unwahr-
scheinlich, aber die Anderung ihres Zweckes wiederum nicht. Deshalb sollte dahinge-
hend ebenfalls untersucht werden. Sind alle Anderungen aus der Dokumentation um-
gesetzt wird das Programm getestet, ob es weitere Warnings oder Errors wirft. Diese
sind gleicherweise zu entfernen. Lauft[LCOlmit der aktuellen Prolog Version fehlerfrei
kann es mit den selben Problemen gebenchmarkt werden, um einen représentativen
Vergleich zu haben.
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4 Durchfuhrung der Anpassung

In diesem Kapitel werden die aus der Analyse heraus konzeptionierten Anpassungen
Schritt fiir Schritt dargestellt. An einigen Punkten werden auch mehrere Moglichkeiten
aufgezeigt und erklédrt warum sich fiir die Gewihlte entschieden wurde, um den Prozess
klar und nachvollziehbar zu behandeln.

Fiir die Extraktion des benotigten aus dem gesamten Projekt wird als erstes der
naive Ansatz gewihlt, um Zeit zu sparen. Hierbei wurde von der Headerdatei omega.h
die Untersuchung gestartet, da nach einer kurzen Priifung die Nutzung durch de-
tektiert wurde. Es wurden sich die in der aktuellen Datei vorhandenen includes, welche
verwendet werden, um andere Dateien einzubinden, angeschaut. Diese eingebundenen
Dateien wurden sukzessive nach dem gleichen Verfahren untersucht. In
kann man nun das Netz, das von omega.h aufgespannt wird, erkennen. Die Knoten-
punkte sind von der Methode erfasste Headerdateien und die Pfeilrichtung bestimmt
in welcher Richtung inkludiert wurde. Diese Erkenntnisse sind ein guten Anfang, aber
decken die vom [QC] bendtigten Dateien nicht vollstindig ab.

ConstString.h

Liist

Iterator.h

stdiib.h

_—presligenh
StriRgth
utih
octh

pres_‘empr.h

Tufle.h

presfdnf.h

RelBody.h

NonCo&fcible.h

_ RelafioRA
NG libPhaTKk h

stdio.h

iostfeam

farkas.h
naitE

Abbildung 4.1: Abhédngigkeitsgraphen von der Datei omega.h aus
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Da der naive Ansatz ein unvollstindiges Bild iiber die Abhingigkeiten gab, wurde
die repetitive Arbeit des Durchsuchens in ein kleines Script ausgelagert. Das Script
wurde in der Sprache Python geschrieben, da es eine sehr einfache Sprache ist mit der
man schnell kleine Programme schreiben kann. Die Grundidee in Pseudocode:

1. Lege eine Liste an mit Startdatei(en) SD

2. Solange SD nicht leer ist tue:
2.1 Nehme das erste Element, 10sche es aus SD
2.2 Fiige alle includes vom aktuellen Element an SD an
2.3 Merke das aktuelle Element (inklusive includes)

3. Gebe alle gemerkten Elemente (inklusive includes) aus

Die formale Implementierung befindet sich in digitaler Form anbei der Arbeit und wird
hier nicht weiter erldutert, da es sich nicht um Themenspezifischen Code handelt. Die
Ausgabe des Scripts sieht folgendermalien aus:

FILE: (Dateiname)
PATH: (Pfad)
DEP: (Includes)

Beispiel:

FILE: parser.l
PATH: ./omega _calc/src/parser.]
DEP: stdio.h, string.h, AST.h, Dynamic_Array.h, Exit.h, mmap-codegen.h, ...

Beim Compilieren der extrahierten Dateien ist aufgefallen, dass die Sourcedateien
(*.c), also Dateien die die eigentlichen Berechnungen enthalten, versuchen andere Da-
teien einzubinden. Die Datei closure.c versucht SimpleList.h einzubinden, oc.c ver-
sucht oc_i.h einzubinden, code_gen.c versucht stmt_builder.h einzubinden, die Datei
mmap-codegen.c versucht mmap-sub.h und mmap-checks.h einzubinden. Diese feh-
lenden Dateien wurde zum Extrakt hinzugefiigt und die nétigen Anpassungen an den
Makefiles vorgenommen. Diese Anpassungen reduzieren sich darauf, die entfernten
Dateien ebenfalls aus dem Makefile zu entfernen, damit keine Dateien versucht werden
zu compilieren, die es nicht gibt. Der fertige Abhiingigkeitsgraph ist in
zu sehen. Hierbei sind die Dateien in ihre Verzeichnisse farblich unterteilt sind und die
Pfeile die Richtung der includes anzeigen.
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Tabelle 4.1: Codeumfang (I'OP) der relevanten Bereiche vor und nach der Extraktion
H new \ files \ comment \ code H old \ files | comment \ code ‘

/basic 28 156 | 2027 44 158 | 2110
Jcode_gen 25 1031 | 5763 27 1047 | 5930
Jomega_calc 8 723 | 8472 21 772 | 9338
.Jomega_lib 50 1428 | 12073 80 1766 | 19965
sum 111 3338 | 28335 172 3743 | 37343
project 113 3354 | 29516 393 10372 | 90790

\E RelHody.h
NonCd@cible.h ~
on cible. ~

~—
pre\gnlh

© omega_calc
© omega_lib
© basic

© code_gen
O std_library

file -Imported, ¢
Set‘n.h X
ConstString.h

Abbildung 4.2: Abhingigkeitsgraphen von den Dateien parser.l, parser.y aus

In der Tabelle [Tabelle 4.1 sind die Daten vor old und nach new der Extraktion zu-
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sammengefasst. In der Kopfzeile befinden sich die Beschreibungen, um welche Daten
es sich handelt. In der ersten Spalte befinden sich die wichtigen Verzeichnisse vom
Die Zeile mit der Beschreibung sum fasst die Daten dieser vier Bereiche zu-
sammen. In der letzten Zeile sind die Daten des kompletten Projektes aufgelistet. Der
Anteil, den der vom gesamten [TOP| verwendet, ist ein Drittel des gesamten Pro-
jektes. Das Projekt konnte von 393 Dateien auf 113 Dateien reduziert werden, dabei
verkleinerte sich die Anzahl der Zeilen Code von 90790 auf 29516. Compiliert wur-
de das damals mit dem G++ 2.7.2 Compiler von 1995 (Veréffentlichungsdatum:
30.11.1995). Hier wurde der GCC 4.8.5 aus der selben GNU Compiler Sammlung ver-
wendet (Verdffentlichungsdatum: 23.06.2015). Der aktuellste Compiler-Treiber dieser
Sammlung ist zur Zeit Version GCC 9.2 (Veroffentlichungsdatum: 12.08.2019)

Dann wurden die Anpassungen an vorgenommen die notwendig waren da-
mit der Beweiser mit der neueren SWI-Prolog Version 7.7.19 lduft. Da die Releaseno-
tes im Vorfeld studiert wurden ist eine Modifikation aufgefallen (* MODIFIED [May
11 2011]). In dieser wurde eine Warnung in einen Fehler gedndert. Die Warnung trat
bei den senkrechten Balken | auf, wenn sie nicht mit einfachen Anfiihrungsstrichen
umschlossen waren. Abschnitte mit | wurden zu ’|" angepasst, da Entwicklertools da-
mit nicht gut zurecht kamen. Ebenfalls wurde die Prifix-Notation notwendig. Das
heiBt uniren Funktionen der Form !Fo werden zu 'l (Fo) ergénzt. Bei bindren Funktio-
nen werden die Variablen durch ein Komma getrennt, das heiflit Ausdriicke der Form
(Fo&Go) wurden zu '&'(Fo,Go). Damit waren alle Fehler behoben, jedoch wurden
noch einige Warnungen beseitigt. Unter anderem ein paar Singleton Variablen ausge-
wiesen und eine alte Funktion ausgetauscht, die nur noch aus Griinden der Kompa-
tibilitdt gehalten wurde. Die Funktion concat_atom wurde durch die neue Funktion
atomic_list_concat ausgetauscht, welche den selben Zweck erfiillt. Um sicherzustel-
len, dass die Anderung der Funktion keine Auswirkungen hat, wurden alle Probleme
mit concat_atom und atomic_list_concat gelost und die Zeiten verglichen. Dabei ergab
sich, dass die Funktion keinen signifikanten Einfluss auf die Losungsdauer hat.

IGNU Compiler releases (letzter Aufruf: 16.08.19):
[pttps://www.gnu.org/software/gcc/releases.html|

27Zusitzliche Compiler Informationen (letzter Aufruf: 16.08.19):
lhttps://gcc.gnu.org/onlinedocs/gcc/Invoking—G 002b 002b.html|
|https: gcc.gnu.org/onlinedocs/gcc Link—Options.html|
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5 Evaluation

5.1 Vorbetrachtung

Es war nicht zu erwarten, dass es durch Extraktion des zu einem speed-up der
Problemlosung kommt. Das ist zu begriinden mit der Tatsache das die [OCHBinary sich
in ihrer GroBe und Funktion im Wesentlichen nicht verdndert hat. Mit dem Umstieg
von der Prolog Version 5.10 auf die Version 7.7.x ist im best-case schiatzungsweise ein
speed-up von fiinf Prozent zu erzielen. Da mit der Prolog Version 7.6.x eine besse-
re multi-threaded PerformanceE] unterstiitzt wird. Jedoch profitiert das Programm nicht
sehr davon, da in der automatisierten Beweisfiihrung Parallelisierung sehr schwer ge-
nutzt werden kann. Die Problemsammlung umfasst 75 Probleme mit Arithmetik. Bei
der [CASCH5 hat mit 64 geldsten Problemen die meisten Probleme gelost, al-
so 9 Probleme nicht gelost. Der Anspruch ist, dass diese 64 Probleme auch mit dem
modernisierten gelost werden.

5.2 Ausfluhrung

Zuerst wurde untersucht welche Auswirkung die[OCBinary aus dem extrahiertem [TOP|
hat. Dazu hat [LCQl die Probleme einmal mit der urspriinglichen [OC-Binary und ein-
mal mit der Binary aus dem extrahierten Projekt gelost. Die verwendete SWI-Prolog
Version ist beide Male die Version 5.10. Das Ergebnis dieses Experimentes bestétigte
die Hypothese, dass die[OClBinary aus dem extrahiertem keine signifikante Zeit-
verdnderung hervorbringt. Genauer hat sie nicht einmal eine nicht signifikante Zeit-
veridnderung bewirkt, die Zeiten waren identisch. Das ist ein gutes Indiz dafiir ist, dass
die Extraktion erfolgreich war. Ebenfalls ist zu erwihnen, dass die selbe Anzahl an Pro-
blemen, ferner die selben Probleme geldst wurden wie bei der[CASCHS5. AnschlieBend
wurden die Laufzeiten der unterschiedlichen SWI-Prolog Versionen untersucht.

Es wurde die [OCBinary aus dem extrahiertem fiir beide Versionen verwendet.
Alle Probleme wurden drei mal versucht zu 16sen. Dann wurde der Durchschnittswert
dieser drei Versuche gebildet und als Losungsdauer des Problems verwendet. Das Ex-
periment wurde auf einem CentOS Linux 7 System durchgefiihrt mit einer Intel Core
i7-2630QM CPU 2.00GHz x 8 und 16GB RAM. Die [LCQI Variante mit SWI-Prolog
5.10 1oste von den gegebenen 75 [TFAk 64, wie bereits bekannt war. Die durchschnitt-
liche Losungszeit aller gelosten Probleme betrug dabei 18,15 Sekunden und somit die
Gesamtzeit 19,36 Minuten. Die Variante mit SWI-Prolog 7.7.19 16ste von den
gegebenen 75 [TEAk ebenfalls 64, somit bietet diese den gleichen Funktionsumfang
in diesem Experiment. Fiir das Losen eines Problems hat diese Variante durchschnitt-
lich 17,44 Sekunden benétigt, wieder ohne Mitbetrachtung der nicht gelosten Proble-

lSWI-Prolog Releasenotes (letzter Aufruf: 14.08.2019):
[rttps://www.swi-prolog.org/versions.txt|
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me. Daraus ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von 18,6 Minuten fiir die Variante
mit SWI-Prolog 7.7.19. Bei einer Losungsrate von 88%, in diesem Experiment, war
die Variante mit der aktuellen SWI-Prolog Version 3,9% schneller, somit wurde der
prognostizierte best-case speed-up nur knapp verfehlt. Das ist ein guter average-case
speed-up, jedoch sieht man in|[Abbildung 5.1|und |[Abbildung 5.2| gut, dass es sehr vom
Anwendungsfall abhéngt.

Die Datentabelle ist in zwei Abbildungen unterteilt, dabei ist die Tabelle nach der
[CASC Zeit sortiert. Die dritte Spalte gibt die Maximale Formeltiefe an und wird hier
als MaB fiir die Schwierigkeit eines Problems verwendet. In der darauffolgenden Spalte
gibt das OC an ob der[O fiir die Losung des Problems verwendet wird. Die letzten bei-
den Spalten beinhalten die Zeiten der [LCOlVersion mit SWI-Prolog 5.10 und 7.7.19.
Bei Problemen mit der Formeltiefe bis drei, also sehr kleine Probleme kommt es zu
einer Verdopplung der Laufzeit (siehe auch [Abbildung 6.3). Doch fillt das durch die
geringe Laufzeit nicht ins Gewicht. Bei den vier Problemen 252, 236, 260 und 243 mit
der Formeltiefe zwischen 400 und 500 kam es zu einer Halbierung der Zeit durch die

neuere SWI-Prolog Version (siehe auch [Abbildung 6.4)).

5.10 7.7.19

Maximal
Problem |CASC CPU-{formula
TFA Time depth PP/OC user user2
170 0,10 s 1 ocC 0,06 s 0,13 s
008 0,10 s 1 PP 0,06 s 0,11 s
162 0,10 s 1 ocC 0,07 s 0,12 s
058 0,10 5 1 ocC 0,07 s 0,14 s
155 0,10 5 1 ocC 0,07s 0,13 s
101 0,10 5 1 ocC 0,08 s 0,13 s
015 0,10 s 1 PP 0,06 s 0,12 s
022 0,10 s 1 PP 0,06s 0,13 s
186 0,10 s 1 ocC 0,07 s 0,13 s
001 0,105 1 PP 0,05s 0,12 s
066 0,10 5 1 ocC 0,07 s 0,14 s
122 0,10 s 1 ocC 0,06 s 0,12 s
110 0,105 1 ocC 0,06s 0,12 s
013 0,10 s 2 ocC 0,05s 0,11 s
029 0,10 s 2 PP 0,06s 0,135
126 0,10 s 2 PP 0,06s 0,105
166 0,10 5 2 PP 0,07s 0,13 s
038 0,10 5 2 ocC 0,06s 0,115
036 0,10 s 2 PP 0,04 s 0,12 s
026 0,10 s 2 ocC 0,07 s 0,13 s
040 0,10 s 2 ocC 0,06 s 0,11s
178 0,10 5 2 PP 0,07 s 0,13 s
018 0,105 2 oc 0,065 0,125
070 0,10 5 2 PP 0,08 s 0,14 s
043 0,10 s 2 PP 0,05s 0,10 s
174 0,10 s 2 PP 0,06 s 0,12 s
062 0,10 s 2 ocC 0,06 s 0,125
117 0,10 s 2| oc 0,06s 0,125
050 0,10 5 2 PP 0,06 s 0,12 s
004 0,10 5 2 ocC 0,07 s 0,13 s
182 0,10 5 2 PP 0,06s 0,12 s
114 0,10 s 2 PP 0,06 s 0,12 s

Abbildung 5.1: Benchmark-Daten Durchschnitte mit Formeltiefe Teil 1
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Eine weitere Auffilligkeit ist, dass hauptsichlich zur Losung der einfachen [TEAk
der [0OC] verwendet wurde (siehe [Abbildung 5.1)). Ab einer maximalen Formeltiefe von
100 wird der[OClkein einziges mal verwendet (siche[Abbildung 5.2). Die Griinde dafiir
wurden nicht untersucht, da sie nicht Teil der Zielstellung waren.

086 0,10 s| 3 oc 0,125
079 0,10 s 3 ocC 0,12 s
046 0,10 5| 3 ocC 0,115
216 0,10 5 4 oc 0,13s
138 0,10 s| 12 PP 0,13s
192 0,20 s 4 oc 0,09 s 0,15s
198 0,30 s 4 ocC 0,19 s 0,39s
190 0,30 s 5 oc 0,115 0,17 s
195 0,40 s 3 ocC 0,14s 0,19s
210 1,10 s 8 oc 0,34s 0,39s
220 5,805 103 PP 10,60s| 10,64 s
228 5,90 s 120 PP 10,93s| 10,72s
245 25105 PP 8,885/ 13,91s
255 30,50 s PP 15,26 s
293 33,10 s
252 36,50 5| 35,455 19,565
236 38,80 s| PP 37,34s  20,65s
260 39,205 PP 43,11s  19,35s
243 41,00 s| PP 36,57s 20,65s
265 PP 49,785 55,225
085 ocC 62,875 60,735
oc 24,67s 24,96s
61,43s 62,115
60,60s 64,115
22,2 Min. 350C /75| 19,4 Min.| 18,6 Min.

Abbildung 5.2: Benchmark-Daten Durchschnitte mit Formeltiefe Teil 2
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6 Ausblick

Der [OC] ist aus dem gesamten extrahiert und funktioniert mit LCOl Es gibt je-
doch noch weitere Anpassungen, die vorgenommen werden konnen. Als Erstes ist es
moglich alle Funktionen die noch im enthalten sind, aber nicht verwendet wer-
den zu entfernen, um das Projekt weiter in seiner Grofe zu reduzieren. Obwohl es das
Projekt handhabbarer und einfacher verstdndlich machen wiirde, wére das viel Arbeit
fiir einen sehr kleinen Nutzen und ist deshalb nicht sinnvoll. Da das einige Funk-
tionalititen, wie spezielle Listen selbst implementiert hat, konnte man ebenfalls das
Projekt umbauen, um die C++ Standardlibrary zu nutzen. Jedoch sind diese Anpas-
sungen umfangreicher Natur und bringen vermutlich ebenfalls keinen Performance-
Vorteil. Sinnvoller ist es da schon den [0 mit foreign function interface (EEI) anstatt
mit OS-Systemcall von aufrufen zu lassen. Das konnte die Kommunikation zwi-
schen[LCOlund[OC stark beschleunigen, da Kommunikation iiber[FEI einen geringeren
Overhead hat als Kommunikation iiber die System-Konsole. Den automatischen Theo-
rembeweiser konnte man mit Hilfe von Dockelﬂ automatisch in einem lauffihigen Zu-
stand isolieren. Dort wird der Beweiser in einer virtuellen Umgebung als Container
von Docker verpackt und kann als Plugin verwendet werden. Jedoch ist nichts iiber den
verursachten Overhead bei der Performance bekannt und miisste zunéchst untersucht
werden. AuBlerdem ist die Docker-Architektur eher als eine Server-Client Struktur auf-
gebaut. Sinnvoller ist es eine eigene Erweiterung (engl. auch extension) zu bauen die
geldufige Schnittstellen von etablierten Beweissystemen nutzt, um diese um die Arith-
metikfunktionalitit erweitern zu konnen.

"Docker (letzter Aufruf: 20.08.2019):
|rttps://www.docker.com/|
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Anhang

Tabellen

~—F | F | F
FAG | F | G
~(FVG) | =F | =G

Tabelle 6.1: a-Formeln

| B | B | B |
FVG F F
—-(FAG) | =F | =G

Tabelle 6.2: B-Formeln

o)
VxF | Ff
—3xF | —F}

Tabelle 6.3: y-Formeln

5 |3
IxF F¢
-VxF | -F¢

Tabelle 6.4: 6-Formeln



Maximal
Problem |CASC CPUqNumbarof [Number of |formula  |Numberof [Number ot Number of |Number of |Maximal |Arithmetic
TFa  |Time  Jrormuis depth nectives [type conns fun tem depth PR/OC  |user user2
R 1 [ [ 1 B q 7
: 1 0 0 1 2 0 1
5 1 1 0 0 1 g g B
s 1 0 0 1 E g 2
: 1 0 0 1 4 9 3
: H 1 0 0 1 4 9 2
5 1 0 0 1 7| 9 1
- 1 1 0 0 1 | q 1
- [ [ 1 E q 3
: 1 0 0 1 2 0 1
5 1 1 0 0 E g 2
5 1 0 0 1 E 9 z
: 1 0 0 1 4 g 2
5 H 1 0 0 2 H i 1
: 1 1 [ 1 B 0 1
- 1 1 0 0 7 3| 1 2
- [ [ 2 3| 1 2
5 1 0 0 2 1 1
s 1 1 1 0 1 1
: 0 0 2 1 1
: 0 0 2 i 1
5 H 1 0 0 2 3| i 2
: 1 [ [ 2 H f 1
- 1 1 [ [ 7 3| 1 2
: 1 0 1 2 0 1
5 1 0 0 g 3| 1 2
5 f 1 1 0 1 E 9 z
0 1 4 g 2
0 1 7| 9 1
H 1 0 0 2 H i 1
1 0 0 7 | 1 2
1 1 [ [ 2 E 1 2
4 1 1 4 4 9 2
1 0 0 g 1 B 2
f 1 0 0 7 E B 1
| 1 0 2 3| 7] 2
B 4 0 2 H 7] 2
H E 1 [ 2 4 B 2
g 1 [ 3 7| 7 2
1 3| z 0 4 [ 2 1
1 B 1 0 3 4 1 2
E 3| [} 3 10 | 7| &
B B z 3 g =g z
| z 12 1g] 300 2
E z 13 20 1620 2
E ] 13 20 1755 2
E ] 13 20 2135 2
E 2 13 29 1710 2
g ] 12 19| 1579 2
E z 3 20 1530 z
B B7 z 3 EE 1607 z
E = z 13 20 1575 2
1 B 4 [ 2 H 7] 2
1 3| z [ 7 3| 7 2
E 10349 182 2 13 29 2300 2
E 314 11020 ] 13 29 2075 2
E 10208 1216 ] 13 29 2270 2
E530: E 5701) 1BE z 3 20 1310 z
8530+ E 2557 11 z 13 20 1575 2
3150% E 5642 11500 z 13 20 2145 2
3470+ E EEE 11751 ] 13 20 2130 2
101,10 E 5479 1125 ] 13 20 2110 2
107,00 E 5997 11951 2 13 29 2225 2
125,405 E 10128 12188 2 13 20 2265 2 ,
SUMME | 22,2 Min | | 13,4 Min. 18,6 Min

II

Tabelle 6.5: Benchmark-Daten Durchschnitte mit Formelparameter
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Abbildungen

Abbildung 6.1: Valide Schlussregeln in der Refinement Logic I

Axiom

Verdiinnung

Kontraktion

Vertauschung

Schnittregel

AFB
ATF®

T
T'Hd A

I'-o
ATH®

AATH®

I'F®,A

I'Fd.AA

I,B,AAl-®

[,A,B,Al-®

T'+®,B,A,Y

I'F®,ABY
IAF®,P

I'Fd,A AAF®

-ATH®

TFd,A

T'H®,—-A

ATF®

AAB,TH®

ATF®

AABTH®

BTH®
I'+®,ANB

T'Fd,A I'F®,B
AVBT+®

ATF® BTF®

I'H®AVB

TFd,A

I'H®AVB

I'F®,B

A=BT,AF®¥

I'd,A B.AFW

I'H®.A=B

ATF®,B

)
2)

3)
“4)
(&)
(6)
(7)
®)
©)
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
(17)

(18)



Abbildung 6.2: Valide Schlussregeln in der Refinement Logic II
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wobei F’ = F{x\} und t ist ein Term, der keine gebundene Variable von F enthilt.
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wobei F’ = F{x\ a} und a ist eine Variable, die nicht in I',® und F erscheint.
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wobei F' = F{x\ a} und a ist eine Variable, die nicht in I, ® und F erscheint.

I'®, 3xF
34— ) 22
S I'-o F’ (22)

wobei F' = F{x\ t} und t ist ein Term, der keine gebundene Variable von F enthiilt.
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